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编写 说 明 


影响 最 大 、 级 别 最 高 的 中 学 生 “ 国 际 数学 奥林匹克 "(简称 IMO) h k E 
久 。 自 第 1 届 1MO 于 1959 年 在 罗马 尼 亚 举行 以 来 ,有 近 60 年 的 历史 ,其 影 
响 越 来 越 广泛 。 在 国际 数学 奥林匹克 的 鹤 动 下 ,世界 各 地 的 数学 竞赛 活动 如 
火 如 茶 。 目 前 ,我 国 数学 竞赛 逐步 形成 了 从 全 国联 合 竞赛 全国 中 学 生 数 学 冬 
令 党 到 国家 集训 队 一 个 完整 的 竞赛 选拔 体 系 。 

数学 竞赛 作为 一 项 智力 活动 ,吸引 了 无 数 数学 爱好 者 积极 参与 ,也 为 那些 
对 数学 有 浓厚 兴趣 和 有 数学 天 贱 的 学 生 提 供 了 一 个 展示 自我 的 平台 ,是 发 现 
和 培养 数学 人 才 的 一 条 有 效 渠 道 。 我 们 欣喜 地 看 到 ,通过 这 项 活动 ,发 现 了 一 
批 数学 苗子 ,培养 了 一 批 数学 人 才 , 洗 多 参与 竞赛 的 优秀 选手 后 来 都 成 了 杰出 
的 数学 家 。 

总 体 看 来 ,我 国 的 数学 竞赛 体制 日 趋 完善 , 它 的 一 些 功能 和 作用 也 日 益 凸 
显 。 随 着 次 校 招生 制度 的 改革 ,各 种 学 科 竟 赛 ,尤其 是 数学 竞赛 的 选拔 功能 不 
来 城 被 广大 高 校 所 汰 可。 事实 上 ,学 科 竞 赛 已 经 成 为 高 校 自主 招生 和 选拔 人 
才 的 重要 途径 之 一 。 

我 们 本 着 为 数学 竞赛 的 普及 、 提 高 做 点 有 益 事情 的 愿望 ,在 全 国 范围 内 组 
织 一 批 长 期 从 事 数 学 竟 赛 且 做 出 杰出 成 绩 的 一 线 专家 编写 了 一 套 * 商 中 数学 
党 赛 专题 讲座 丛书 "。 从 书包 括 《 初 等 数论 )》《 函 数 与 函数 方程 《复数 与 多 项 
式 ?》 必 不 等 式 }》《 组 合 问题 》 必 《排列 组 合 与 概率 ?以 数列 与 归纳 法 》《 集 合 与 简 
易 多 辑 》 必 三 角 函 数 》 必 立体 几何 》《 平面 几 各》《 解 折 几 何 》 和 { 数 学 结构 思想 
及 解 题 方 法》13 Ф, 

丛书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必 须 掌握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竟 赛 大 
岗 要 求 的 一 些 基本 数学 思想 ,方法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 
读 。 从 书 的 特点 是 : 

Т. 充分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 ， 


к= ДР 


方法 ,侧重 培养 学 生 的 还 辑 思维 能 力 ,不 唯 韦 题 而 般 题 + 
2. 本 着 少 而 精 的 原则 移 择 材料 .不 搞 题 海 成 术 , 不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 


3. ЖЖЖ ЛИ ЖЯ ҮЗ 
HENE H 3 S k b ЕЕЕ 题 的 能 力 

人， 在 注重 基础 知识 训练 同时 ,有 适当 程度 的 拔高 ,对 参加 冬令 营 甚至 是 
更 高 层次 的 竟 赛 都 有 一 定 的 指导 作用 和 参考 价值 。 

丛书 由 浙江 大 学 数学 系 教授 、 博 士 生 导 师 、 全 国 数学 奥林匹克 竟 赛 领队 李 
胜 宏 策划 ;丛书 由 陶 平 生 、 苏 建 一 、 刘 康宁 、 边 红 平 主编 参加 编写 的 成 员 是 ; 
MPE RR- MRT ALF REH ERE HEN HHR ЖЕ. 
MFA ` NE LAT 33. 
鉴于 我 们 的 水 平 月 限 , 节 中 的 不 爱 之 处 敬 请 读者 批评 指正 。 


过 深刻 剖析 问题 的 数学 背景 ,挖掘 
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复数 的 概念 与 运算 


"шейи 


1. 复数 的 概念 
复数 有 四 种 表示 形式 : 
代数 形式 a+bi. a, hER: 


жый 


几何 形式 复数 — a+ bi (a, b€ R) 5 M Y IPMN Z(a, bÑ Н 


= r(cos0 + isin), r >0. 0€ R, 
m, r20.06 R. 

ДР. e” = cosg + ising fÚ Ө 为 复数 = HA. 这 就 是 著名 的 欧 拉 (Euler) 公 式 . 

通过 这 四 种 形式 米 表达 复数 ,使 复数 的 概念 更 加 清晰 直观、 形象 深刻. 这 四 种 形式 
所 获 含 的 实际 意义 ,沟通 了 代数 三角、 几何 等 学 科 间 的 联系 . 由 它们 所 建立 起 来 的 复数 
的 运算 法 则 , 帮 具 有 各 自 的 特点 ,通过 它们 之 间 的 秆 此 转化 ,我 们 能 灵活 地 分 析 问题 和 解 
决 问题. 

2. 复数 的 运算 法 则 

MRE: (a + bi) £ (e ~ di) = (a + e) + (h4 di 

Rk; (a +b + di) 一 Car — hl) + (e + adi. 

ri (eos, = isinB,) + r, (eos; 十 ising) — rra сөм(#. + 0: = isin(0, + 0005 


оно 00 жм а 


FJ: [r(coxg 十 ising)] = r (cos + isind u € N а 


— IP 


0+ 2k« 


FH: 复数 ricos + ising) 的 n kh RE JF [cos + isin 


east, 


з. KERAHE 


O неш = beet, аб = D: 

(4) = 是 实数 的 充 要 条 件 是 # 一 .< НИШ ЖЕ ЖИИ: 一 一 z 且 x #0: 
усер 

复数 的 模 的 性 质 


(1) max{ | Кеса) |. | Im(z) 


Фуа еа [=l lll. 


(305 а 1 5} + [| а |+ z: | . 当 z 或 :: 中 有 一 个 为 零 时 ,上 述 不 
EES ЕКА] = OR. МИЧ | argz, — агаг. |= x 时 ,左边 路 等 号 ; 当 且 仅 当 
пгт, 一 аге; 时 .右边 取 等 妇 . 

ЫЕЕЕ РЕСЕН 
这 两 个 不 等 式 称 为 三 角 不 等 式 . 

4. 两 个 复数 相等 的 充 要 条 件 是 它们 的 实 部 , 庶 部 对 应 相等 ,或 者 它们 的 模 与 辐 角 主 
值 对 应 相等 ( 非 零 复数 ). 利用 复数 相等 的 充 要 条 件 , 可 以 把 复数 问题 转化 为 实数 问题 ,从 
而 获得 解决 问题 的 一 种 途径 . 

复数 的 模 也 是 将 复数 问题 实数 化 的 有 效 方法 之 一 . 善于 利用 模 的 性 质 ,是 模 运算 中 
的 一 个 突出 方面 . 


Gonen 


例 1 设 复数 a. 8 满足 le|=181= l. a+8+1-0.3RiE: a. PEE 1 MLM. 

分 析 “复数 表示 形式 的 多 样 化 为 我 们 求解 复数 问题 提供 了 多 角度 的 思维 方式 - 

证 法 1 运用 代数 形式 . 设 a 一 a 十 所 , 8 二 c 二 di, а. b,c,d€ER, 则 由 |al=18|= 
1a te =l, +d = 1. Ф 


R- 


证 法 3 考虑 几何 意义 ,由 s 下 B 一 一 1 及 |e|=181= 1 可 设 
ОД ~a. 奢 = 有 人 = 一 上 如 图 1-1. 根 据 复数 加 法 的 几何 意义 ,可 
知 四 边 形 OACL 是 单行 四 边 形 , 且 各 边 相等 ,从 而 LOA = 12, 
ве} 
证 法 4 ЗАЛЕ Ы ОЕ RHI. Н a +8 =—1,Ш | a+ тт 
BI’ 1.00 80690) = 1. RH EX. HAM aa =1 a 
1,88 =| 8| = 1 HLCM. Hap + o8 +1 = 0. а -а—1.8 到 ~ 上 代入 上 式 并 
化 莘 , 得 = 十 5 十 1 = O. ERRAR asiha Hat l = 0. 所 以 w = 1. н =1. 
уш 本 例 中 采用 的 4 种 证 明 方 法 是 处 理 复数 问题 的 基本 方法 和 技巧 
例 2 RE: Гаро (6 — c) Vi] 
分 析 tww mmm. АЕ KR. 
化 运算 ， 


证 明 左边 = [2a +b(— 1 + 3) + c(— 1 — FD" = (2а + Dire awt ， 


OB = 120 .因此 a =— 1 + 


T(26— ¢ ~a) + e—a) у). 
以 考虑 用 EES IOT I + Ж 


= 
Жш = ak 
右边 = [at 1—30) + 2b =c( 一 1 十 V5D】 = (ae + 204 2w) 


= T (2a + iw + ew uF T = (2а + 2ш + 2ew) = ӘҢ. 
дй. 


例 3 给 定 实数 a, b, e CMER = 


分 析 ! HOS Ë |= 1 .利用 复数 的 三 角形 式 或 指数 形式 ,可 设 


ШЕЕ 


解法 1 мавта = 


1. 
申 欧 拉 公 式 e* = cos + isind ,对 上 式 两 边 取 虚 部 ,得 


0 = sina + sing— sine + B) = 2sin сов 


= 2sin (соз 0 — cos FÊ) asin sin San £, 
所 以 a = 2kr RA = kr f a + B = 2kr ,从 而 = = =: 或 za = z 8 z. = e. 

жа = КА Ота (2) =-1,, ki 

这 时 lun dbc des |=| 1 ара |= VUF FE. 

类 似 地 ,车 =: = = , 则 | azi Fhe + ce, |= /G@+ Tatas = x, rl | az + 
bs teen |= Ус +а FF. 因此 ，| az, + bra + cs, | MW Va FEY Fe 或 


Можа R GC Fa FE. 

分 析 3 шаолина E = 二， s= LO BAO 
等 变形 ( 因 式 分 解 ) 求 解 

解法 2 пї+® @ 


于 是 外 式 可 化 为 二 


Эа — zzy — z) 


法 1. 


例 4 PE x" + (13 — D” 一 0 的 10 个 复数 根 分 别 为 m, т, т, Tas rss as ro 
T ro RIKER Ê + ++ ИЙ. 


分 析 EER r20 ,于 是 原 方程 可 化 为 (13 一 二 )】 = 一 1 . 令 y= 13 一 工 ,将 问题 
转化 为 研究 方程 "一 1 的 复数 根 . 
М 显然 + 天 0 .于 是 原 方 程 可 化 为 (13 一 二 


=-1. $y= 3- LWE y" = 


(2 一 Dr 
10 


1. 设 方程 y” 一 一 1 的 10 个 复数 根 分 别 为 ec, 己 人 一 


18 
10 


2,3,4, 5), Не, = соз 


1 


DE 1 2，3, 4. 5. RARIS- Le MLS 3e 1,2,3, 


+ isin 


өз. FEA У) -L = Уаз із а) = YI 1720-1360 40] 


= 850—2 s" 
即 所 求 代数 式 的 值 为 850. 
例 5 й: zl = 十 1. 求 lu| 的 最 值 ,并 求 取得 


最 值 时 的 复数 < 
分 析 “ 的 次 数 较 高 ,使得 进一步 运算 成 为 障碍 . 由 | = | ~ 1, 得 二 = = ,再 结合 复数 
的 模 的 性 质 , 有 | 1 一 | # (tea +h) Dai), 
这 为 进一步 的 运算 提供 了 可 能 . 
解 由 |z|= 1, 得 z 


=| +=) 


gis xe y € RR r Бу = IR = r у +2ryi= (22° —1)+2ryi, 
TR а 11202207 1) – 26 3111 (4 一 2r 一 2) 一 3i1. 


iB = 4 一 az 一 由 zE [-1. 1,e E [ заав Ill FT. 


LE HT Таун, ula езиче ава ET = 5. 
6 Bunias а, 为 复数 ,满足 | = ll = а, 1 一 1. 求 证: 上述 4 个 


复数 中 , 必 存 在 若干 复数 ,它们 的 和 的 借 不 小 于 十 


分 析 问题 求解 的 关键 是 按 某 一 标准 对 上 述 复 数 分 类 求 和 . 
EM Hu = ar +i, а, € R.k=1 
由 复数 的 模 的 性 质 ,得 | та I+] b, le k= 1.2. =, n. 


从 而 ie aig Ya £ ll Ф 
x | (е ах 214 1. Ў} Ф 
неф. О.и гата, O 式 右边 改写 为 


Ута + Га жун lh = Da H Da н Za P> |. 


于 是 .上 述 四 项 中 必 有 一 项 不 小 于 


从 而 Dalz! Уа, 2 1 
/评注 以 下 我 们 从 另 一 角度 出 发 轩 考 同 题 : AAR у-у H y= r RA PHAR 


四 个 区 起 ,由 于 |, | 十 | x: | 证 十 | z。 | 二 1 ,所 以 在 上 术 四 沾 区 域 中 ,至 少 有 一 个 区 域 中 
的 所 有 复数 的 机 的 和 不 大 二 .为 了 简化 问题 ,不 纺 设 下 区 域 为 包含 工 和 正方 内 的 区 城 
(由 于 是 取 杰 ,着 不 是 此 区 域 可 进行 旋转 ) 

RUHE EM RA x, ,县 z =a ib. t= 1. 2,55, т Sm Gn, mE N). WJ 


220.8 У) 1а, | 


于 是 


\®-!2> 1. эя ищи. 
аг эй! 


例 7 ПАВЛЕ Ва, а... а. ЖИ. FA T É аа + aras аа + 
dras, азат + азак аза; Taca, аза Haras, аза + аа, 中 ,至 少 有 一 个 是 非 负 的 ， 
分 析 所 给 的 六 个 数 中 , 心 ， a, а, 成 对 出 现 , 可 把 它们 构造 成 四 


个 复数 zx = a +a а tais asi ,每 两 个 复数 差 的 模 中 
有 对 应 的 六 个 数 的 形式 出 现 . 
证 明 设 z = a, taj = = a tai, Hais بج‎ = a Hasi MJ 
аа |7 = (a ~a) + (a, ~a)" = al +al Hai + а1—2(аа, + asa.) + 
FR |= lt а аа | = 2Gaa,+aa). 


*&€ 


同 理 , 有 | z H 1 аа | = 260,4: 十 azat)， 
Га +a 
Га H z 


Iasz laa: + aaa). 


| e — z; |° = Z(ava; + ааа»), 


Га Ра — 20434; азау). 


Las 1341 z |? Расса |* = Casar + азак). 


余下 的 只 需 证 明 复数 z вз, zl 所 对 应 的 四 个 向 量 0OZ7, OZ, OZ, OZ S p 
有 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 小 于 或 等 于 于 面 这 是 显然 成 立 的 , 故 原 命题 得 证 . 


例 8 已 知 实数 列 !e-)，{4.} 的 各 项 均 不 为 0, 且 a, 一 avicosg 一 如 sing, b, = 
аід + bcos „В a, = 1, b, = tanê ,0 为 已 知 数 . 求 {a.)。{b.} 的 通 项 公式 . 

分 析 构造 复数 z。 = a, + bain € N ) RR. 

Ж 构造 复数 <, 二 a. 十 bitnE №) 


z, n Casacos0 — bei sin0) + (a. sinê + b, cospi 
ma a + 


= сов + isin, 


所 以 x) 是 以 z= 1 4 itan0 为 首 项 ,cos9 + isind 为 公 比 的 等 比 数列 ,于 是 

z, = (1 + itan0) (cos + ising)" ' = sec0(cos@ + ising)" = sccg(eosng 十 isinmg) . 
Ж a, = secbcoswng， b, = зссбзїп®. 

4/ 评注 本 是 也 可 以 用 "归纳 一 铺 起 一 还 明 "的 方法 处 理 ,\ 但 计算 量 较 大 , 最 后 ,我 们 
看 两 道 与 二 项 式 定理 有 关 的 问题 


HI 证明 三 角 恒 等 式 oso 一 


os(n— 200. n € №". 


分 析 由 复数 的 指数 形式 易 知 cox*9 一 


BME. 
证 明 由 复数 的 指数 形式 及 二 项 式 定理 得 


E) арале» 


tet 
z 


Y ,利用 二 项 趟 定理 展开 上 式 右边 


eos = ( 


Dee- EÈ Ceos cn — 206. 
最 后 一 步 成 立 是 因为 由 欧 拉 公式 ,和 是 实数 , 故 每 一 项 仅 利 下 实 部 . 事实 上 ,由 C = 
CF R sin r) 一 一 sinz , 诬 部 都 抵消 了 . 
J 评注 Hn = 2，3, 4 的 情形 ,利用 cos( 一 x) = cosr ,此 恒等式 简化 为 costg = 
1+ соѕ20 3с050 + cos30 Acos20 + cos40 
z ” 4 8 ` 


o8 = үсо'8 = 


HRH EARERHRAN. 


二 


9110 求证 : 对 任意 лЄм. У ио" 不 能 被 5 EER. 


分 析 hF? 一 一 2(mod 5) .问题 等 价 于 证 明 5. ин (— 2) 不 能 被 5 整 


除 . 用 二 项 式 定理 展开 O + Zi) 即 得 S., 进 而 获 证 . 
证 明 由 于 2 = 2(mod 5) ,问题 等 价 于 证 明 5, 


Уат. C2 RIE 5 E 


ГА 
用 二 项 式 定理 展开 (1 + E ,并 把 偶数 项 与 奇数 项 分 开 ,可 得 (1 + йр” 一 


R, н125,.0 JPR, = C 2. ФОКЕ A її Зе 9 ЯЕ. T 


кї + 由 于 3 一 一 (mod 5) ‚н ЕЖЕН + 3 = R! + 251(то45). 


这 就 证 明了 结论 . ЖЖ К. 5, = 0(mod 5) ,就 导致 R; =+ 3(mod 5) ,但 由 于 任意 
个 完全 平方 数 被 5 除 只 能 余 0. 1 或 A.F. 于 是 S. = 0(mod 5) 是 不 可 能 的 . 


求 1zs| 的 最 大 值 . 


解 ” 由 已 知 不 等 式 及 | = 一 zz | 十 


Klatz +22 | = — 
<2 VOI + WD 
=2 VaTa ТГ Т 
= Л = 43. 
所 以 | = |< 3. R z = e, = 


3 


т, а, 
Зет, 


«аввл 


+ <” 十 1 的 秆 等 于 c э 


i D. —i 


* Сул 
А, 2-1 В. 一 1 C1 D 以 上 答案 都 不 是 
а b с а+ь-с 
3. Жа, Б. слет йау - о FTE 的 值 为 ‹ › 
A.1 B. C. 1, w w D. 1, —w, ~u? 
ва) 
C 设 = 是 复数 ,= 十 2 的 罚 角 为 E. 26885 En , 则 < 等 于 ©’ 
A. -+i B -14/5 c+ D. -去 


5. 已 知 集合 P = (а, а "lsa =1. a, = arı HANSINE N’, п 
天 1D) ,又 知 集合 Q= [n] (+b =2i n€ N) MP SQHREE ç cy 
АРСО BP=Q c. PDQ p. РПО = 207 


6. 已 知 复数 = 1 sin + cos < 0 < LRL ELES ГУЕ E 


€ › 


— 


3: СД 
Н АЕ 
=. 填空 是 


7. it n = 1990 , P знанне зне 


в. 使 复数 = sinz 十 sin2r 十 2cos'zsinr 一 tanr) ау жже 


是 Р 
9. 实 系数 多 项 式 ЛОО ЖА SO = kG € Ю.У) = 


10. 已 知 复数 = 满足 |2 + 1 . 则 < 的 辆 角 主 全 的 取 值 范围 是 


U. 定义 一 个 复数 序列 如 下 : n 二 0, аа еа і по. 那么 ,在 复 平面 上 ,复数 
aa AP S W AE PL E EJE A AE A E 

12, Ж (1+ x+ ri 的 展开 式 为 ae tartar + anar” J ш +a +a 
+= aos 的 值 是 


三 、 解 答题 


3 
з 3, 是 纯度 数 ? 若 存在 , 求 出 正 整 
|+?!) 


13. 是 否 存在 这 样 的 正 整数 ,使 复数 = 


数 靖 的 值 : 若 不 存在 ,请 说 明理 由 ， 
4 


14. ERK z= cosa t isina, u = сохр ising, H e+ u = Ê З unta D. 


Blia ml= 3 RR 


15. HAK asa 满足 | zi | 一 | ai + 
log, | (z, 2099 + Car | W ft. 
16. #0 22,0 z = 1 — соз0 + isin. u = a’ + ais А z EREB Ka € R. 
O kaa mai ТСЕ 
OD блот tu ttu ,试问 : tw 可 能 是 正 实数 吗 ? 为 什么 ? 
17. 设 复数 < 洪 足 | = | 一 1. 试 鹤 1 < 一 3z 一 2 | КЕНЕА. 
18. hr + у Cl. + «12, xs у, а, b€ R. Ri, | b( — У) +2ary |<. 


19. 对 nEN" AS, 5 у) МЕТА ARAB. KRY as ш. s a, CR ,有 


Уа —17.я PE n ES BEER. нн. 


工 十 yi 是 复数 ,其 中 工 . y 类 有 理 数 ,| = | 一 
l-i 是 有 理 数 . 


аф 


Жи. 对 于 任意 整数 mn 


复数 及 其 运算 的 几何 意义 


复数 的 儿 何 形式 ,使 得 复数 本 身 及 其 运算 有 了 儿 何 意义 . 


复数 的 加 法 可 以 按照 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 来 进行 :两 个 复数 的 其 < 一 =; 与 连 
结 两 个 辣 基 终点 开 指 向 被 碱 数 的 疝 二 对 应 . 
ÜR = = r, (cos, 十 ising vz = rı (cos, 十 ising.), 则 两 个 复数 的 乘积 


逆 时 针 方 向 旋转 一 个 角 &( 若 < o, В О77 te Wilt Jr 
的 模 变 为 原来 的 r, {й. 两 个 复数 相 除 亦 有 类 似 的 几何 性 质 - 


BENE II HOZ 


єй | O: |). 

设 复数 = 在 复 平面 内 的 对 应 点 分 别 为 Z,.Z;.Z ,由 复数 及 其 运算 的 几何 意 
义 ,我们 容易 得 到 以 下 结论 ， 

人 CD 表示 7. 间 的 距离 

《2) 满足 |z z | 的 复数 = 对 应 的 点 的 轨迹 是 线段 Z,Z: 的 垂直 平分 线 . 

СЗУ 满足 | = 一 = | r(r > 0) 的 复数 = 对 应 的 轨迹 是 以 点 Z, 为 圆心 ,r 为 半径 
190. 


+|z—= |= 2000 <! ZZ: | 一 2a) 的 复数 = 对 应 的 点 的 轨迹 是 
1 二 2 二 0) 的 复数 = 对 应 的 点 的 轨迹 


15) 满足 = 对 应 的 点 的 轨迹 是 以 原点 为 端点 的 一 条 射 
线 ( 以 了 止 半 轴 为 始 边 ,此 射线 为 终 边 的 最 小 非 负 角 为 8. 

利用 复数 的 几何 意义 ,给 某 些 数量 关系 以 几何 解释 .适当 将 数 其 关系 问题 转化 成 图 
形 性 质问 题 .通过 图 形 求解 . 这 种 数 形 结合 的 思想 方法 ,不 仅 增强 了 问题 的 直观 性 ,而 且 


$ 


能 起 到 化 难为 易 . 化 篆 为 简 的 作用 - 


С яве 


例 1 已 知 复数 = 


СТЕ =z 
(G) жаа = 


分 析 EER tzela 1 分 别 是 以 1=: | o |=; | 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 
于 是 ,可 结合 复数 乘 .除法 的 几何 意义 求解 
解 a | ,所 以 | = 1 | z | ,| 一 zs | 是 正三 


角形 的 边 长 ,复数 = ,z; 分 曾 可 以 看 作 = 一 z, 按 显 时 针 或 道 时 针 方向 旋转 地 ,时 得 到 ， 


12 
13 


тю #i)= агба (F-3). 


V6 + 3) + C— 3—31], 


i)= 6-3 + зу), 


ite &—3›+‹—/ +3]. 


0) Ва telel =} |=| |, 1 |.|: |. 
аа | 是 顶 角 为 等 .以 | = |，| = ЭШНЕ = fE. o + n 按 


Жош) 时 针 方 向 旋转 于 后 ,就 可 得 


2.08082 -1). 


# sı = cos $ Hisin ÊR zi (а Жара 时 ,am = Ещ 


a = аа Turn = (x + 


/评注 对 于 第 (1) 小 是 ,应用 复数 减法 的 几 


何 意义 就 可 直接 示 出 zl ,zs ,但 应 注意 奥 
数 对 应 的 向 量 的 旋转 方向 和 具有 相同 的 始点 Ы 


例 2 已 知 平行 四 边 形 ABCD 的 两 个 顶点 A(0, 0),B(4, 一 3), 点 了 内 分 对 角 线 
AC 为 2: 1. HA D ЕШ A 为 圆心 ,3 为 半径 的 国 周 上 运动 时 , 求 点 P 的 轨迹 . 
分 析 ”利用 定 比分 点 的 知识 求解 . 
М 设 B,C,D,P 对 应 的 复数 为 za，zc ,zo,zr, 则 由 定 比 分 点 的 知识 ,得 
Је = sa +p Ф 


= $e ° 


Ë Def zezh | xo |= 3 RD. | у ае = 3 | ar — Sa = 2 Ф, 


3 


将 zn 二 4 一 3 代入 加 ,得 


心 ,半径 长 为 2 088. 

/评注 利用 复数 来 处 理 轨 连 问题 ,可 以 视 为 复数 在 解析 几何 中 的 运用 . 从 本 质 上 而 
家 ,它们 都 是 向 量 的 具体 表达 形式 ,在 向 量 观 点 下 ,两 种 方法 是 统一 的 . 当 涉 及 对 象 只 限 
和 于 向 量 的 加 减 或 族 转 ,伸缩 时 ,不 妨 利 用 复数 求解 . 


例 3 Gmm z + = 1a > b> 0) АЖА MCP, O, BO < P< a BBN Е 


动 点 Q, F MÓ 按 顺 时 针 方向 绕 点 M ESE 90° PAMP. 试 求 点 P FOR Jr B. 
分 析 用 复数 语言 米 实施 向 量 的 族 转 变换 是 较 好 的 选择 。 
WIEN Y 一 1 上 的 动 点 Q 的 坐标 为 (acosg，ising), 则 NG 对 应 的 复数 是 


(acos0— P) + (bsing)i. 
MO М 按 顺 时 针 方向 旋转 90 IMP iE P 的 坐标 为 (z，y) ,于 是 


-($-2)| 一 这 说 明 所 求 的 软 连 是 以 点 (号 ， 一 2) 为 加 


(acosg — P + bising) (— i) = z — P + yi. 
即 bsing 十 (P 一 acos)i = z — P + у. 


ır — Р = bsinê 
bes 


消去 参数 9, 即 得 点 Р атаа С.Р ОРУ р 


例 4 在 复 平 面 内 ,A 点 对 应 复数 一 2, 动 点 В 企 以 原点 为 圆心 ,1 为 半 入 的 加 上 运 
动 ,以 AB 为 边 作 正 Æ ABCA. B.C KERE HEF. 求 动 点 C 的 轨迹 . 
分 析 ”三 角形 ABC HEZEA, B.C 按 逆 时 针 方向 排列 ) 的 充 要 条 件 是 将 向 量 


„Ф 


| AB RA А 赣 时 针 方 向 旋转 于 后 与 向 量 AC 8 ñ АЙ. (cos $ чо ү )= АС. 由 此 


不 难 求 得 动 点 C 的 轨迹 方程 . 
解 ”如 图 2-2 所 示 , 设 动 点 C 对 应 的 复数 为 z A.B 分 别 对 应 复数 >,ss' 则 za = 
2, 


由 题 设 ,人 ABC ЭЕ = A. FI ВЕНА ЖҮ Zî f) 
RRE 后 与 向 量 AC 重合 , 即 AB (со: 


于 是 Сава) (cos $ + isin $) = 2—24. 


所 以 о Го уна 
(=) (5) 
即 1z 一 (一 1 十 VS |= 1. 故 动 点 C 的 轨迹 是 以 点 (一 1. V3) 为 圆心 ,1 为 半径 的 由， 
例 5 已 知 复数 = 满足 arg(z 十 3) = xf + ЖЫН а = 
得 最 大 值 ,并 求 出 这 个 最 大 值 . 
分 析 复 平面 内 ,方程 arg(z 十 3) 一 子 x 表 示 的 曲线 是 以 A( 一 3, 0) A UNO 


] + <. 两边 取 模 , 且 由 1zs| 一 1 及 


-2(eos $ +isin ®)]|=1. 


得 


1 
ГЕ + 6ТЕ 


a MRR АЕ, | < 十 6 | 十 | = 一 3i| 表示 射线 AE 上 一 点 到 点 B( 一 6,0) HACO, 3› 
的 距离 之 和 , 故 利用 图 形 的 直观 性 及 解析 几何 的 知识 即 可 求解 . 
解 。 复 平面 内 ,方程 arg(z 十 3) — 卫 * 表 示 的 曲线 是 以 A( 一 3,0) WMA MA A 


d 的 射线 AE( 如 图 2 - 3). 因此 问题 化 归 为 在 射线 AE 上 求 一 
1z 十 6 | 十 | = 一 3i| 的 值 最 小 .而 | 2+6 |+ 
与 点 C(0,3) 的 距离 之 和 | 

如 图 2-3 所 示 , 显 然 线段 BC 与 射线 AE MZM | < 十 6 |+| 
z 一 3i| 的 最 小 值 为 | BC |= УС 6 37 = 3Y5, 所 以 um 一 

1 

35 
ZZ 的 坐标 为 (一 4, 1), 即 = — 4 +L 


e. 


ЕСЫ z 对 应 ), 使 
3i | 表示 射线 AE 上 一 点 到 点 B (— 6. 0) 


р M u НАЕ. ЖЕ BC 与 射线 AE 的 交点 A 


综 上 所 述 , 当 < 一 一 4 十 i 时 ,ww 一 


例 6 emuta = SSF +i. са = r+yi(z, y € BD. FH r.y BRR N 


F 
[JF ]т®нн. 1 s | 全 等 于 5. RR |a 一 <: ТҮСЕ 
FHM EHR nsz: 的 对 应 点 的 轨迹 . 


м 由 题 设 ,对 任何 二 ,>e (0. 


совт? 
siny? 


# Fy < FHT ( + (227) > 2.05 O em. 


HRH TER гу € [о, 2] 8 +у = 


Айг = 14-1. êk x 的 
轨迹 仅 表示 点 Zil, Drz: 的 轨迹 表示 罗 心 在 原点 ,半径 为 | 于 GB. 


нн-е = Ea ков, аа 


有 最 小 值 /2 一， Жа-оң. = 一 zz1 有 最 大 值 VZ 十 


Гк. 
үз 


7 设 复数 < 满足 |arg (二) | = FoR arez 的 取 值 范围 
分 析 Py 
ж a [PF 

如 图 2 -5 所 示 , 设 A( 一 2, 0).B( 一 1, 0), 则 BZ = à + A2 o e”. 
当 9 = * 时 ,向 量 AZ шнен о f УВ2 Ff. 


EH 


)= 0M z+ 1 =at Deta 2 0. 


= Z.A = 的 轨迹 的 “部 分 是 以 O,{ 一 3. У) 


心 ,半径 为 1 的 加 的 一 段 优 弧 AE( 含 甩 . 不 含 A); 当 9 一 一 至 时 ,由 对 称 性 知 ,的 轨迹 的 另 


一 部 分 是 以 0: (- 2, —У®) оно FE 1 ORA—BRRMAB(R BRA A. 其 中 易 


и 2,2. AERA- RER, 

例 8 设 复数 > 满足 lz 一 = | 二 A|z 一 z:| ,其 中 xz 为 给 定 的 不 同 复数 ,4 为 正 实 常 
数 , 试 讨论 复数 = 在 复 平面 内 对 应 点 的 轨迹 . 

分 析 利用 |z|* 二 zz 可 将 |z 一 z,1* 二 4 *|z 一 z:|* 变形 , 求 出 = 所 满足 的 方程 . 

解 分 两 种 情况 讨论 ; 

OD 当 A 一 1 时 ,方程 的 曲线 是 线段 Z Z, 的 垂直 平分 线 . 

(D MAFIR DEER Се 2 )(E— 2) = l E) 


展开 整理 ,得 


=a is lt 
Ta И 


ЕЗЕР УГТ [ашы 


П ier 


HA 关 1 时 ,< 的 对 应 点 在 复 平面 内 的 轨迹 是 以 复数 z。= 208 的 对 应 点 为 加 


/评注 当 4 关 1 时 ,所 得 的 图 在 平面 几何 中 称 为 点 关于 Zi 下 的 阿波 罗 尼 斯 转 . 


е. 


例 9 n EEK, ajj = 12.) 为 复数 , 且 对 集合 
(2.an) 的 任 一 非 空子 集 A | TI O +a) — 


g. 115,163. 
EM lta = пее, 220, 10, |< x, j = 1.2 
аже egr |<} Ф. 


ЭЕШ ЯЕ, Br OAR, 220,101, | е1 


<3, 


—VI<Ir-1i+l 01. 


引 理 的 证 明 ， 如 图 2 - 6 所 示 ,由 复数 的 几何 意义 ,有 直达 r<. l< 
又 由 
Гле 1 | =| r(cos0 + isin) — 1 | 
= | (r— I) соз + ising) + [(cos0 — 1) + isin0)1 | 
< |л—11+ Jeo T F sing = | r— 1 |+ /2G созу. 
=|r-11+2|si 
得 引 理 的 另 一 部 分 . 
由 四 及 引 理 ,对 111 用 数学 归纳 法 知 二 < Irs}. els о. 
由 四 及 引 理 知 la 1 Ë 


{= [не —1|<!r,—11+16 1 

因此 Ўта 1-1 +5161 
ү > гн 16-1 + уте Dla. 

由 @ 知 Dina- Seb < рне <2 
Bi Ха одоо ry! 
pA 


BLAD lal<}+1+$<3. 


例 10 ”是 再 存在 非 零 复数 a,b.c RENKA MEN 
Im | 21996.8823 АЗУ | ba + b+ | |? 

M “不 存在 . 用 反 证 法 . 

ФИЯ abe KAEN REER. 考虑 复 平 而 ,不妨 设 复数 a.6 对 应 的 
бй а. ЖОЙС ENN 3 PII BE a,b.c 都 共 线 ,问题 更 简单 ). ЖЫЛ а. 所 在 直线 为 坐标 
轴 , 以 lu1,15| 为 单 канат. Фао E a R E T 
线 , 将 复 平面 分 为 全 等 的 平行 四 边 形 网 络 

再 考虑 复数 < 对 应 问 最 e 所 在 直线 ,对 等 个 m € Ж. mc 为 这 条 直线 上 一 点 , 称 为 
ee 整 点 .将 每 个 含有 < 一 整 点 的 平行 四 边 形 平移 到 位 于 第 一 象限 ,以 原点 为 其 一 个 
顶点 的 平行 四 边 形 中 ,并 使 两 者 重合 . 记 me 此 时 所 在 点 为 "一 一 整 点 , 则 存在 pzEZ, 使 
СОНИ В теда б 

ЕСАУЛ FEO PAT R A- E Hi LV CD 


对 角 线 长 小 于 由 抽 导 原理 , 必 作 在 两 个 -， 整 点 企 同一 个 小 平行 四 边 形 中 , 它 


要 整数 ktv 满足 | 人 | 十 | i+ 


1 
T5967" 


жй Б тозу 


设 两 个 "一 整 点 对 应 复数 为 mc 一 44 一 6(i — 1,2). Җ 
Гон тс Aa = Че = Ob |< тод 
J | 199609, = тє + 199604; — ài Da + 18966 = pb |< È, 
这 里 显然 有 | 19960m, ms) I+] 199604. —А,) | 十 | 1996( — pi) 122 1996, 


Бш жый. ЖЛ {E NEF M a 


Nê BIRR 


c 及 止 整数 大 满足 要 求 . 


思考 题 1 СЮДА izle- Ы z+el= 2a € Cra > c> O. BEM a, 
“ 取 帝 所 有 正 实数 时 . 恒 有 = Fi € A. 试 在 复 平面 内 作出 集合 A 表示 的 图 形 . 
解 对 于 给 定 的 正 数 acfe > OPE | = 一 * | 上 | = 十 c 1= 2a RRR. HREM 


所 以 所 = 


= 1 (b= М CA ЕНЕВ ab 及 


EER a > 5.1] aî >S MAR 14 (a у = шр! ут 


Şo 


0A l yl=1 H z —4y 一 0, 解 得 z 一 土 2,y =+1. ВА 1 

12, D. з, =D. 2, D, 2, =D} CA. 

ËL- >OMIyl<1 B2 —4y 

FHA = n уу} HF 225 В | у 
G) #1— SOM ly > LH 

HCA. 

所 述 ,A 一 At U A; U As( 图 2-65 中 的 阴影 部分 表示 AA)。 


4D 车 


501 -W y< Er у >5. 


思考 题 2。 复 平面 内 点 A.D 对 应 的 复数 分 别 为 >， = 2. 


z 一 一 3 点 卫 对 应 的 复数 为 =, 且 z BAA ENH pA 


己 在 以 原点 为 圆心 ,1 为 半径 的 上 半圆 周 上 (不 包括 两 个 端点 ) 
返 动 时 , 求 9 的 最 小 值 . 


М == cosh + isin. 0 € (0, m). 如 图 2-7 所 示 , 记 
arg(z — 81) 一 avarg( 及 则 由 复数 除法 的 几何 意义 知 g = 
sinê sinê 
dli tana = Êy, anp = qit. у 
tana — tanê 


tang апа А) = TH = 
所 以 ,有 5sing = tang * cos =— Stang. 


FH, VIFO 


Stang |, 


ss 
15° 


解 得 | tang |< p< rl g > x—aretan 


2 PARAR + ERA | < 一 2 1 一 YE, 则 这 样 的 复数 有 ¥ 
A. 1 个 B. 2 个 Cat D. 64 
3 KEK zz: 在 复 平 面 内 的 对 应 点 分 别 为 A,B, 生 | z |= 4, 441—242 +i = 
0，O 为 坐标 原点 , 则 AAOB 的 面积 为 ‹ ) 
А. вуз В. 43 С. 63 D. 12/3 
4. 已 知 = 满足 1 < 十 5 一 12i |= 3, 则 | = | 的 最 大 值 是 со 
A.3 В 10 С. 20 D. 16 
S жжем izl z= р Ч, ee Ви 180), = (z | += 
V2[eos(aresint) + ісох(агссоз)),г Є R, 1:11). MNN 中 的 元 素 个 数 是 C D 
A. 0 个 B14 C. 2 个 D. 3 个 
6. 复数 rivzavzivzt 满足 | xi | 一 | zs | 一 1z =la l= En ++ tz = 0, 
则 以 四 个 复数 对 应 的 上 为 顶点 的 四 边 形 一 定 是 ‹ ) 
A. HN В. EN c. EW D. 平行 四 边 形 
=. жо 


7， 设 复 平 面 上 单位 国内 接 正 20 边 形 的 20 个 顶点 所 对 应 的 复数 依次 为 s.m 
със f 2195,21" “所 对 应 的 不 同 的 点 的 个 数 是 А 
8. 已 知 复数 = 满足 |= 一 1 一 2i| 一 1, 则 |z 一 3 一 让 的 最 大 值 为 ЛИУ 


9. 已 知 复数 = 一 cose tiO — sina) ,a Є (Z, 2x). 着 由 一 地 一 2iz, 则 复 平 面 上 也 所 
对 应 的 点 的 轨 过 是 А 


10, аза BERRA a l= 3l =з. аа |= 7R ars (E) ийй 


11. 设 复数 = RR: argz 一 arg(iz 十 i), 则 = 在 复 平面 上 对 应 的 图 形 的 周 长 为 


. RER = 一 cosg 二 ising, 0€ [0. х]. 复数 =,(1 十 i)=,2z 在 复 平面 上 对 应 的 三 个 点 
分 别 是 P,Q,R. 当 P,Q,R ЖАЯН, ДВБ PQ、PR 为 两 边 的 平行 四 边 形 的 第 四 个 顶点 
为 S, 则 点 S 到 原点 距离 的 最 大 值 是 
三 、 解 答题 
13. 设 一 方程 王 十 pr 十 1 一 0 的 三 根 在 复 平 面 上 所 对 应 的 点 组 成 一 个 正三 角 
形 , 求 此 三 角形 的 面积 . 


ez. 


H. ЕНЕ ТЕЖА F.B SN ЕА ДРАВ 为 正三 角形 , 且 


FABA. КАЮ Ж. 
15. 设 息 平面 上 ,AABC 的 三 个 顶点 对 应 的 复数 分 别 为 zz 


, 求 AABC 的 面积 的 最 大 使. 


ев |а 1= 3. 


аа 


16. BWAR AR arg(e +a + aj) = Ж. ана таай = а € RD, k 
arg(z 一 5 十 bi)(a > b> 0) 的 取 值 范围 

17. ве #05 Ш: - (1 十 | 一 2 外 切 ,又 与 定 国 
айса ж. 

18. E А.А, A ЖЕ EEE Ж п А. RRB А, ACR = 1. 2. md HERP 
和 为 常数 的 动 点 P ARK 


19. 设 A,B,C 分 别 是 复数 =。 


(1—50)1=10 内 切 , 求 此 


ai, = } +i +аякйжзев б йаа, 
be 都 是 实数 ), Ril: 曲线 < 一 z -cost +2z * cost e sin't+ z, * віп € R) ¥ ЛАВС 
一 个 公共 点 ,并 求 出 此 点 。 

20. 在 复 平 面 上 有 三 个 点 :i етн, с таън, а таті, RP a > man > bs 


S: S GK R S 表示 复数 c(i 二 


LD 对 应 的 点) 组 成 一 个 三 角形 .求证 : MR 


YE IE 
Fe Е-е 


一 0 的 复数 < 所 代表 的 点 Z 位 于 这 个 三 角形 的 内 部 


巾 于 复数 的 引入 ,代数 方程 的 有 关 问题 出 现 了 新 的 内 容 . 在 复 数 范围 内 ,对 于 一 元 
WH Plase" 十 av ia “十 ao = Ola, Z 0), 我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 述 一 些 结论 : 
CD 代数 基本 定理 , 复 系数 的 一 元 n 次 方程 有 且 仅 有 n 个 根 (k 重 根 按 上 个 根 计算 ); 


(D 市 达 定理 ， 设 x r ror, 是 该 方程 的 ”个 复 根 , 则 它们 与 方程 的 系数 之 问 成 
立 如 下 关系 

ntan tetr ات س‎ 

rikaa Hanita 

| X nner = A= 

кыза, = (—1)°® 


CD 实 系数 方程 虚 根 成 对 定理 Жа... 
JUEU SEME T аг РЕНО. 

这 此 使 我 们 能 够 更 深入 地 研究 代数 方程 的 解 以 及 相关 问题 . 

复数 方程 类 型 繁多 . 解 复数 方程 的 方法 也 很 多 . 

对 于 复 系数 的 一 元 二 次 方 径 ar" + hr + c = 0(a Z 0), 我 们 可 将 原来 的 实数 范围 内 


$- 


.都 是 实数 , 则 对 方程 的 任意 复 根 Q. 


的 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 + 一 一 Зас > дас >> 0) PHY YF = ar AR 


b дас 的 平方 根 , 则 求 根 公式 依然 成 立 - 
Bf FIXME aa = 0. 可 令 4 бод ming) (r > 0.0 € К ,利用 复数 证 方 , 即 
арун n ia OF (cos 209. isin LEBAR) ,这 里 大 一 01 


一 般 地 ,对 于 低 次 方程 ,可 以 利用 复数 相等 的 充 要 条 件 .转化 为 实数 问题 求解 有 了 时， 
也 可 以 采用 以 模 为 突破 口 , 先 求 模 |zi ,再 求 复 数 < 


Panen 


例 1 Шао. ERRO 中 解 方 程 :> 十 21= = a. 

分 析 Wer rt virry € R), 代 和 人 看 方程 ,利用 复数 相等 的 充 楼 条 件 , 转 化 为 实数 
问题 求解 

М 设 2=z 十 yitx,y€R). 代 入 原 方程 ,得 


y + 2ryi = a, 


根据 复数 相等 的 充 要 条 件 ,得 | 


由 加 ,得 z=0 或 y=0. 所 以 原 方 程 若 有 解 ,其 解 为 实数 或 纯 庶 数 . 
下 面 分 别 加 以 讨论 . 
D 若 y=0, 间 题 变 为 在 实数 范围 内 解 方 程 王 十 2 , 工 [ 一 上 图 

解 方 程 全 ,得 zl= —1+ VITa. BF LLIN TT FER: UM E 
(2) 荐 z=0, 由 于 y=0 的 情形 已 作 讨论 , 现 只 状 察 y ФИА Е.К ЛУ E A et 

OW == yi(y 天 0). 此 

MKHRO A |y =1+ 
即 当 0 < a 所 1 时 , 原 方程 的 纯 堆 数 解 是 = 

М Dila #0) 

而 当 a>1 时 ,方程 @@ 无 实 根 , 原 方程 无 纯 虚 数 解 . 
#2 RF +: = 1 的 模 为 1 的 所 有 复数 解 - 
分 析 1 以 模 为 突破 ,将 方程 变形 为 = 

1z 一 11 三 1. 由 此 解 出 =, 并 代 回 原 方程 检验 即 可 - 
解法 1 原 方程 即 = z. 两 边 取 模 , 并 结合 1 = j 一 1 .得 1= 一 11- 1 


P 


= 士 (一 1+ JI <o. 


t (l+ T= i ik 


+ 两 边 取 模 .并 结合 | = 


| ате 1111 1 以 及 复数 的 几何 意义 , 易 求 得 = = БЫ, 
Bu MI HIKER, M z 一 一 


z? ۾ ج‎ = Cu)" — س‎ =— u — 


w c= ата 

分 析 2 ik = = cos0+isin0,0 € [9,2x). 利用 复数 相等 的 充 要 条 件 , 将 问题 转化 为 三 
角 问题 求解. 

解法 2 iQ < = cosd + ising, € [0,2x), 代 人 原 方程, 得 

co8110 + isinl10 = 1 — созд 


isin0. 


由 复数 相等 的 充 要 条 件 ,得 (“пе С = 


lsin119 一 
D'HO ,得 (1 ~ cos)? + sint = 1. 


ee 


М cow = }. xg € [0,2m), 所 以 9 一 Z Rš 


显然 ,0 一 T RSE 均 为 方程 组 的 解 ,因此 = = Û 4 ;是 原 方程 的 模 为 1 М. 


例 3 CMRF WTKR AHD HAH irta Himo 有 实 根 ,求实 数 a 
的 值 . 

分 析 设 方程 的 实 根 为 ra , 代 人 原 方程 ,根据 复数 相等 的 充 要 条 件 ,转化 为 实数 问题 
求解, 
解 ” 设 方程 的 实 根 为 xi, 则 a(1 十 iD 如 十 (1 十 asDze 十 os 十 i 一 0, 即 

(azi +z, +a) + (azê +a" xz, +i=0. 
ari +a + =0 


根据 复数 相等 的 充 要 条 件 , 得 | 


ee 


arial 


加 一 四 ,并 整理 ,得 (r — D(a? — 1) = 0. 所 以 rz 一 1 或 o: 一 1. 
M = 1 时 , 代 人 人 ,有 对 十 a 十 1 = 

显然 ,此 方程 无 实 根 ,与 ERFA Mr 天 1 

当 一 1 时 ,有 a =EL 同 理 ,a 一 1 也 不 适合 . 故 a 一 一 1, 此 时 т, ЕУ, 

综 上 所 述 ,a =—1. 


例 4 已 知 实 系数 方程 十 2(k 一 Dx? 十 9 十 5( 一 1) =0 有 一 个 模 为 /5 的 虚 根 ， 
求生 的 值 ,并 解 此 方程. 


e. 


分 析 згеше ноне а, о Р ЭВА аА АБ ОЗЕ ар ? 
根 , 利用 韦 达 定理 求解 
解 ” 由 实 系数 方程 虚 根 成 对 定理 , 知 原 方程 有 一 个 实 根 和 两 个 模 为 5 的 虚 根 ,它们 
HEHREN. 设 这 三 个 根 为 a 十 所 ,a 一 所 .ctasbrc E€ Rb 7 OM a F I5 Ф 
(a +bi) + ба — bi) +e =¬ 206-10) 
再 由 韦 达 定 理 ,得 1(a Мо (а hi) + cla + bi) + c(a — bi) = 9 
(a + bidla — bide =— 5(F — 1) 


(ate 
结合 四 ,整理 得 ,ac = 2 
| = 一 +1 


eee 


MOOM c= 1-а FO ЮЖ ЕКА Oai k =—1 或 3 


再 求 原 方程 的 解 ; 当 k= 一 1 时 . 原 方程 的 解 为 1 二 2i。] 十 2i, 2: 5 k= 3 时 , 原 方程 
的 解 为 一 1 十 2i, 一 1 一 21, 一 2。 

例 5 RE: 实 系数 三 次 方程 oz Fa + 
的 充 要 条 件 是 al ,al заг ya 同 导 且 аа. аа, 

分 析 根据 实 系数 方程 虚 恨 成 对 定理 , 原 方程 或 者 有 三 个 实 根 ,或 者 有 一 个 实 恨 和 
ЮЛ ий Ш.Ж. 

证 明 充分 性: 设 原 方程 的 三 个 根 为 r; ,zs'zi' 由 韦 达 定理 ,得 


ах + а, = 0 的 三 个 根 的 实 部 都 小 于 零 


== (n Fr Fr, 


а 
2 = лале ату tr 


m = лол, 


CD # xi oes ВЕЗИ На > 0 az, <O r. ur rn 中 至 少 有 一 个 是 负 
的 ,不 妨 设 x, < O, лл, > 


Ха &0.Н аа аа 20 WAL. E-E >. 


Вр, Cr + о) Сало Fran Han) + Fry 


Жз — (n + rz + түл Hrn дул) > 0 


DL sas Fars Fr, 


> Orf +n < 0. Җ лл, > 0. АЙ x<0, <0 ЗУ. 


„Ф 


(2) # r € Roz: 一 五 是 虚数 , 则 = 
01) ,仍然 有 4s Has < 


由 (1),(2) 知 充分 性 成 立 . 
必要 性 : 设 л, 是 实数 , 另 两 个 + ,x; 是 复数 - 因 ту < 0.1: +a, < буллу > 0.1 


zx =} n |° >0 MAH z, < 0. P) 


1 
z 


(r +z) 


0 «tk ReCrs) = Весе) 


(a Fars Fz) >0. 


а 


xila: +a) + ra >0, 


S адал > 0, 
于 是 w va заг va; СЕВЕ -2 ст talit а ду) Hnn] > 0. 


Ш аа, — aoa, D> 0. 必要 性 得 证 . 
例 6 Ra 是 复 系数 多 项 式 f(7) = ar + az ++ Hala, 3 0) 的 一 个 根 . 


GD 求证 ;| 11 max IE 
= = „|4! 
(D # la 1 Gk = 1.2.0. | a |> ү —— 


EM DM- max I El. оТ БСВ. 


M Таоа, f(a) = 0. aca" +a, ja + ta, 


+“ + | 
a 


Ba, 0.09 


сно. а < lG = 1.2, rn), 得 


Га, |= aa + аа + аза 


тате سم‎ +1, 
十 | а, 1, FA. о. 


例 7 实 系数 多 项 式 pr) = r ta tar азл" tarta 中 ,对 任意 的 一 个 根 


Pa 


aitia 也 都 是 РСВ pO. 


分 析 ptz) 是 5 次 多 项 式 ,其 根 最 多 有 5 个 .由 题 设 , 若 pto) = 0, p(k) = o. 


p01 一 oaet RA p(y) oe] 


9 及 pf1 一 )= "ж 


都 是 p CODER. D h e bf Ж h a МИ. 


Матіас 


M 由 题 设 ,若是 Ptr) 0-8. IM - 


或 = 1 一 上 ,或 e= 1 


оне. 由 此 可 知 


р) 一 
ра) 一 
ра) = (Ga 


pO) = 


ро) = (r+ (r=) Ge 2 


e+)‏ = ام 
都 为 所 求 .‏ 

特别 地 , 当 a = 1 时 ,p(x) 一 (zx 一 1)* 也 为 所 求 . 

例 8 RAD = ал Балт tm aut + a, 是 实 系 数 多 项 式 .求证 : 

D асаа >a, >. W /(2) 的 根 在 单位 加 内 , 即 它 们 的 模 小 于 14 

(D #o<a, <a < <a, 则 (7) 的 根 在 单位 较 外 , 即 它 们 的 模 大 干 1. 


йй we r= 二 , 则 从 其 中 一 个 结论 可 以 推出 男 一 个 结论 ,因此 只 需 证 明 其 中 的 


> 多 


(r— 2¥. 


上 一个. 


证 明 Etri ,由 从 其 中 一 个 结论 可 以 推出 另 一 个 结论 ,因此 我 们 只 需 证 明 其 


中 的 一 个 .下 证 (2)。 
因为 


Sasi 1,2,0), 
WY >0. Па БЫ ). 于 是 

par Fb HBT АЕ а +++ Б Fb, ++ Fb) 
Fee FD h (at Fen FD ае HH D Fer Fb, 


تتو 


# r R RORI r7 DMA j 
рэ ер Ф 


F 证 | r 1> LERRA г< 1 时 ,有 1 Derr l< Y |r I < Do, 


BORER. 
8 | r |= 1 Bt.+ r — cos0 十 ising, 于 是 有 Fb, = Усон j + 10. 


要 使 上 式 成 立 , 必 有 所 有 的 cos(n — j 4 DA= 1.) = 0.1. оп, BO = 2kx(& € 2). 从 而 
r= 1, 这 不 可 能 . 所 以 , |r| >1. 这 就 证 得 了 (2). 

例 9 考 塌 复 平面 上 的 正方 形 , 它 的 四 个 顶点 对 应 的 复数 恰好 是 某 个 整 系数 一 元 四 
KHR rtt pr’ tar +rrts=0 的 四 个 根 , 求 这 种 正方 形 面积 的 最 小 值 . 

分 析 将 复 平面 的 原点 平移 至 正方 形 的 中 心 后 ,该 正方 形 的 顶点 均匀 分 布 在 一 个 贺 
周 上 , 故 在 康复 平面 内 ,它们 对 应 的 复数 最 方程 (z — а)* = 的 解 ,其 中 a,5EC, 展 开 , 通 
过 对 比 系数 求解 . 

М 由 题 设 ,正方 形 的 四 个 顶点 对 应 的 复数 是 方程 (z 一 ao) 一 (abE C) 的 四 个 根 ， 
于 是 Кр tgr’ +rr+s=(r—a)' b= gt qar +a a Даа, 

通过 对 比 系数 ,可 知 一 4 一 二 是 有 理 数 ,再 结合 一 to” 三 r 是 整数 , 知 a 是 整数 . 于是， 


йз = a 一 6 是 整数 ,可 知 亦 是 整数 . 

以 上 的 讨论 表明 ,正方 形 的 顶点 对 应 的 复数 是 整 系数 方程 (z 一 a)" 
WW FE b| 不 小 于 1. 于 是 ,正方 形 的 面积 不 小 于 (VZ): 一 2. 而 方程 x 
复 平面 上 对 应 于 一 个 正方 形 的 顶点 . 故 知 所 求 正方 形 面积 的 最 小 值 是 2. 


Pa 


的 根 , 其 外 接 
的 四 个 根 在 


/评注 “本题 的 一 般 情形 是 ,如 果 一 个 正中 边 形 的 顶点 对 应 的 复数 是 某 个 整 系 煞 方 
Br Laz Fo Fas tay =0 n PROBA KE n APERAR AR tsin, 


例 10 试 求 所 有 满足 下 列 条 件 的 实 系数 多 项 式 f): 
(D оо) = asr База + es 


Han rr + asas > 0 


ы < Саза 
(3) Ст) 2n 个 根 都 是 纯 虚 数 , 
分 析 Ü +i < 


过 由 为 Fr) 的 2n 个 根 , 则 fC = a авс = 


ао itataw. 
тойа ж/о 2n 个 根 (不 妨 设 忆 >0.1 


) , 则 
fa) = a, Ще imari = a Ца +8). 


比较 f(z) 两 边 的 系数 ,有 ay = a D 88 200 < < m. 


ва = o Палан Писи 
Сала, 
= > og x 


= I rae’ I 
тк i ` 


) + 2аваз, (HHI 


= Саам. 
ЕШ т л = (1+ r)" jih r" 的 条 


故 上 式 等 号 恰好 取 到 . ñm PJI КЫ. ечи ча = Ê 


B- Ж 


„Ф 


fO) = ala ФУ 0.a, > 0). 
易 验证 ,这样 的 多 项 式 OD — a C — FY (> О.а, > 0) 满足 题 设 的 全 部 条 件 ， 


XE вое 


思考 题 ОНЫЙ > 满足 方程 11z" + loi? 十 10iz 一 11 = 0, 求证: 1z| 一 1. 
11 — 10i 


1 10iz 


证 明 ”将 已 知 复数 方程 变形 为 jls+10i 


一 上 ,用 反 证 法 . 设 > = a + bilab € R). WJ 


证 1z1=1, 只 要 证 明 | 


EOE ЁЗ 
(a? FF ) + 2206 + 100° 


记 (ab) — 121 + 2200+ 100(а° +8) glab) 
+ > JMD Fa < garb. B | z |° < 1, 

Ba +b < 1, Cab) > glah) B 
F.A Ref a + = aR | z |= 1. 


121a? +H) + 2205 + 100, # a 
# < 1, FEFA. 
> lat ti > V. FE 


同步 检测 3 
一 、 选 择 题 
Lp Z Aq RA T r ВЕКУ В r + pri tq 二 0 有 实 根 的 ‹ ) 
A. 充分 而 不 必要 条 件 HB， 必 要 而 不 充分 条 件 
C. 充分 月 必要 条 件 D. кже 
2. 设 方 经 六 一 2VZr 十 由 一 0 的 两 个 只 要 为 ovB. 且 |e 一 1= 3, HER mit x 
©’ 
1 1 17 
Asg в т л 
3， 当 mnEN-* 时 ,方程 (= 十 D)> 十 (= 一 UDP 二 0 的 根 的 情况 为 C3 
А. BERR B mat i 
C. ж.ж D. 不 能 确定 
4 n HERRERA. SA 是 方程 1 十 = 一 0 的 一 个 轨 , 则 《 ) 
А. n 可 能 是 1 


& 


m= EREK 


5. tw- солт + isin К. 则 以 wu u n 


5 


A. r ++ +у+1=0 


HREM FH EHA A & в я M.D M 中 的 点 为 顶点 的 
中 ,不 同 的 直角 三 角形 的 个 数 是 2 
B. 804 С. 40% D. 680 个 


7. XT rfb j В z' Fm 十 1 十 2i 二 0 有 实数 椭 , 则 复数 m ИЙЛА 


s 设 e 为 方程 37 -1 的 一 个 点 根 , 则 e(1+ei+e) = 

9 着实 系数 方程 2r' tar 9r Far 十 2 一 日 的 四 个 根 都 是 虚数 ,并 且 模 均 不 为 1， 
则 “的 取 值 范围 是 

10. 已 知 be 均 为 整数 , 且 


的 实 部 均 大 于 1, 则 所 有 (b,c) 对 的 


荐 关于 并 的 二 次 方程 ?一 hr 十 c 一 0 的 两 个 根 


ll. йлы, 是 实 系数 


SORKAR Ën 是 度数, 


ЕЕЕ ¬+ ( na» 


12， 实 系数 多 项 式 суб аСт) WE AHD = fD Higa), 则 J(x) 的 系数 之 


(msn EN’), 

4. KF r HZR RFE O + zz zr Fm = O Por ezen YY LK, BL 
16 20i. 设 这 个 方 得 的 两 个 根 为 evB, 且 u 旧 满足 la — 81 2T. Rim HR k fi 5 # 
^ш. 

15. пем" .求证 : FE 
БЖЖ. 

16. €i FE A AABC 的 
对 应 的 复数 是 =, 若 关于 = 的 方程 
ад. 


-4n = 


А СЕ t fis n+2 可 被 


的 复数 分 别 为 3 十 2i,3i,2 一 i\ 动 点 Р 
有 一 0 表示 AABC HAEN RER 


17. аж в 


win E NO 的 所 有 根 都 是 不 相等 的 


„Ф 


от F Ши] 3. {ЕЕ f. 


19. tabe ARR HEPC 
> AE ORE Ю HER RE: 
(ao g 


ЖЬ Ол Fab the Fa = 0 f 4 # a+ Ма 


单位 根 及 其 应 用 


知识 点 金 


1 的 每 一 个 n(n€ N' ) 次 方 根 , 称 为 n 次 单位 根 或 简称 为 单位 根 . 记 这 n 个 单位 根 为 


he = Lu 一 cos 2 2 


E t isin ŽE) = ef ,这 里 = 
1 下 是 ,全 部 次 单位 根 义 可 表示 为 163, ，… oe? °. RE HE 3 次 单位 根 


isin = = (сох 


ГА СЯ 


БЕ ОЕА w KÛ u B REEF tk: 54 n 为 偶数 时 , 除 土 1 外 ,其 
余 的 单位 要 都 是 虚数 ,并 且 个 单位 根 在 复 平 而 上 对 应 于 一 个 内 接 于 LN AS IE н 边 形 
BHT. HF r =1 = (r DO a i+ r+) .所 以 


Ба = вебе) 


аео Ce. 
一 般 地 ,对 任意 的 4EZ .我 们 记 e = cos Л + isin Ê , 则 由 三 角 示 数 的 周期 性 可 知 


е rE (0.1, сея ll. k=r(mod 号 ,这样 . 吻 知 ， 次 单位 根 有 如 下 性 质 ， 

CD MA n KAM e, e 的 乘积 份 是 一 个 二 次 单位 根 , 昌 ee, =e, eX jk BE 
жей, 

(2) EREM n ef ы 

(D Rm В.П NEN’ нет ате аг = |" m) ыш, 


O(n fm) 


„Ф 


lHo жее 


БЫ @ 


# 


Е S.K FRE hit BW CT HI 
同 ) 的 积 仍然 属于 这 个 集合 . 试 求 此 集合 中 的 ”个 元 素 

分 析 电 于 此 集合 由 的 元 素 对 乘法 封 阴 ,于 是 联想 到 单位 根 , 利 用 单位 根 的 知识 
же. 

WM ”分 两 种 情形 讨论 : 

(D 着 集合 $ PEAT EM n TERN au a 
任 取 Є S, 则 s20 ЕЖ ха, szaz 

由 于 ui sar sa, ЖИЙ] 220. DTA n RULE A B.T R iH ИШ 
O HDH n ОН. ana: aa, ， 从 而 <" 二 1, 又 1 恰 有 nn 个 互 


不 相等 的 次 单位 根 , 故 S 由 1 的 mn 个 次 单位 要 构成 ,这 个 根 是 cos Ë= + isin 20 
(ê Olen D. 
(2) ERA SPA О ООО БНО ИТ n1 TERRA 1 а =1 
次 单位 根 ,好 S @ n PEK O Җ cos 205 + isin 1 
例 2 т.н HERR. fU) = r + r 


Ф 
Ф 


E(k = Olen 2. 


HORIE: HHSC. 
分 析 EEA Fart сга u). Дш = 
+ 整除, 则 必 有 d = Ofu) = 0, 反 之 亦 成 立 . 故 只 项 验证 fw) 与 fu ) MTT. 


EM 因为 el (r =r) th w = 


fiw) = ае 


Дш э= сё) 


+G" 


TÈ Gawr ui), fD a rH fo 

例 3 RO = r“ — 1 RELL pD Hett NRR. 

Яй RAN D =ar hr +a diabed € RM f) = pa) * ga) + 
го. pCO RETRE л). 

R BRIA GO = ar 十? 一 er td abed € RA plx) 作 因 起 分 解 . 有 pod 
SAPHI + r+ D .所 以 fu) = CF + DU + r4 qlr) + rz) Ф 


Re- 


在 中 中 分 别 令 二 i 及 


i). p( = рош) = 0, 故 有 


f(D = rO fu) = гб 
MID si-si- td 
Јао =ч" 1а 5 


Sath +ае+4=а+4 


将 它们 代 人 加 式 , 旦 由 复数 相等 的 充 要 条 件 得 ia 十 4 一 


77 


e-n -- s 


例 4 在 整数 范围 内 分 解 因 式 x 


+x 十 1 。 

Я 记 /(x) 一 小 十 十 1.w 是 1 的 任意 3 次 单位 利根 .由 f) =u 十 让 二 1 = 
w +u+l 三 0, 知 f(x) 必 有 一 个 一 次 因 式 关 十 
因 式 分 解 . 


+ + 1. 由 此 , 衍 州 拆 项 法 或 长 除法 均 能 完成 
解 用 拆 项 法 ,有 三 十 十 1 一 


FO +++ 


#++х+1 

“а +z+ 0б? — +10). 
IRE ЕЙ гъ ВЕБЛЕН. 而 对 于 局 一 二 十 1 在 整数 范围 内 能 
ERAN Б ЕЛМИ К. ПИНКОВИ ERA PK) = ar" Hann 十 + 
ша +а 的 根 , 则 plans . а, 
ик. 

BE gU) = 


ТАРО an 23 ER. LE a 的 


“十 1 在 整数 范围 内 还 能 分 部 . 则 (r fr — HE BUR. Hi RE 1 的 
约 数 ,但 (+ DEO, RK gC) 在 整数 范围 内 不 能 再 分 解 


例 5 HEH see FE sec TE ec fF + see E 


分 析 < cosg эшн € N 


+ 则 


conn Û = Rez) 一 


simê = Line 


由 此 ,将 三 角 问题 转化 为 复数 问题 ,并 利用 单位 根 的 性 质 求解 


й 2я + isin 
W ik. cog 


9 


вес ÉZ + sec B= 
se + sec g 


HF (e FD 
24+ 


4 + 1-2-2, 


+D ا‎ 1 
дж =:+е+е+е+е+г+г+г 
ко = 2+а+а ++ ++? =1— 


EDGE + DG + DOR + D = 2+2:+2 +24 + z 20 +2 + ' + 20 


у р 
а 1. RIM ЕСШЕ = +. 
/ж KERU EAR AM ФЕНА, атн 


例 6 итем 六 2, 求 证 下 列 恒等式 ， 


о СУЕ 


е 
+ (об-е), 
了 D 即 可 获 证 . 
EM D 邻 ec. 则 对 任意 复数 有 恒等式 1 十 z+ 二 7"! = (oG eO 
03 Ф 
f$ x= 1.8 +O Hira- = 1-17 


= (Je T, 


Rite = eos ÉE k = Dean — LIRE 2 Ijot 


a 


两 边 取 模 ,整理 ,得 H les i= (+) - Cpu 


2 EORPA =1 ایک‎ 


51-6 — 2isin e 


sn =1. BEL (2D 


两 边 取 机 ,种 理 ,得 Û] sin = 
评注 利用 本 是 结论 及 
ү Уп ү 1 Ë= 
Haz He 
例 7 HERR (n>2) 不 是 2 的 整数 次 竺 ,求证 ;存在 1,2 
чөй Pascos? = 0. 


分 析 记 S = 六 we 说, 则 等 价 证 明 存在 1,2,… Taca оза, Ë 
Re(s) = 0. 


再 利用 Кеса) 证 明 . 


EM in AKT ! 的 奇数 时 .构造 排列 :1,2 


= tan =n FUR = Ln). 


= веса, ае (+ nt) 


êk Re(S) 


,得 证 


假设 存在 1.2,… от 的 排列 5, sb 


з весов D) 


= Ке( D (2m — 2k + e 


M Re( Sr- De 


LRe( DI2R + Cam 


)=o. 


2m 的 排列 为 1 ,24, ,3， 


例 8 定义 数列 (a,); a was 是 方程 
Cara = aD баа tas, 
ЖА: ЛЕ nF] a Fal, Hala 一 aaa. a Hanita Han 


1 一 0 的 两 个 根 , 肯 当 л>2 时 ,有 


2 


分 析 由 递 推 式 人 手 研究 , 求 得 数列 {a. 1 的 通 项 公式 ,再 进行 证 明 - 


EE 
证 明 туу орну = УЗ СТ, с 


{Ж‏ تپ 
pe УЗ.‏ 


ЖЮ а 一 iu sas 一 iw. th O mie t X: 8 8 


да, 


WM (a, +i)" = ба + Ca, 


= aman Hilam +a, +Ë, 


Ф 


HR a, +i #2 O(n C NO. М Ине N ,使 得 a. 十 i = 0. Ф а, 


+i = 0. 继续 下 去 ,有 a: 十 


маіал DAA 


一 hw" а, = 


BRN w' 


Ae RD a, +i = {би +) + u 


a =— 2i EL ,对 一 切 nE N ,有 


aitai +a) 


qasa Tasia, 


Pw — 2i we — iw 


Poa 


al + al + а 


ww سک 4 س‎ (+u) 4 


аза taa taa 
14+ 2w + 2u —<3. 


与 a; = ne FE. FH. Уа, +) EF ERA, HAR 


,所 以 ano = а.н > 1). 这 说 明 数列 ia.) 是 以 3 为 周期 的 周期 数列 . 又 


从 而 a + ae, + a; 
#9 MED LIS n-- 1 P Р, l 


O 上 找到 一 个 点 A， siji РАР, | 


分 析 Enn 次 单位 根 正好 把 复 半 而 上 的 单位 加 等 分 ， Hen = Lue ses," 
ei 是 以 原点 为 圆心 ,1 AERONA n ERY л BE BBA rk n О — E — 
个 可 以 作为 题 中 的 A 点 . 

证 明 ФА. = On = 0.1.2 


一 让. 求证 : ~E DLE PE 


=D. FEEN: 


EASA An n An PED 


HATIE AETI | AP, I> 1. 


BURA Am = 0,1,2, 
ЕЕЕ 


H A.P, | = П шы 


ТАР, |< 1, Ф P, 所 对 应 的 复数 为 
+з a, a W 


一 1 十 二 ae 


ал Тае + ee + aren 
将 上 而 的 个 不 等 式 相 加 ,并 利用 复数 模 不 等 式 .得 


这 就 导致 了 矛盾 . 故 A. A-， 中 至 少 有 一 点 可 作 А 点 .使 也 ГАР, 1| 1 成立 . 
йо н хто 的 正 整 数 ,函数 R RAR 对 于 任意 的 正 边 形 


证 明 HR 视 为 复 平面 ,我 们 要 证 明 : 对 任意 的 ECHA f=. 
对 任意 的 z € C.fE— IE n h А-А-А, үр, 作对 应 复数 


数 = = zonale = ay + (a, — 


i A, 对 应 复 


则 对 任意 的 上 ,复数 onor ize 对 应 的 点 是 一 个 正二 边 形 的 顶点 (相当 于 将 Ai 
A.A, 1 着 时 针 方向 旋转 ?tr) HEEE je j = OBH, sos ае 
-对 应 的 点 形成 一 个 以 w 为 中 心 的 正 


Sa ISIS ТОЕЛ 
n. 
依 题 中 条 件 以 及 上 述 讨论 ,可 知 和 式 S 


е0, 
> Jeon) + 55 Реа) = nf (zs 


Se- 0=. 
0, ш f(z) = 0. AA z 的 任意 性 ,可 知 /=0, 


-smar s= 5 > fe, 


7 面 满足 
所 以 ,有 nf (z, 


JE BIRR 


思考 题 1 设 = 是 1 的 ?次 方 根 ， 
解 киерине ые 
1+4 ا + ا‎ 


所 以 u+u=-—1 
又 @+е+е 


Во, FRE ucu EPR r +r +20 RE. АЙ] u = ZÛ TÎ, gp + И 
SETH 
.جل‎ 


思考 题 EPM a, arras sdu ras 满足 


位 = 全 = 生生 


а +a: +a, +a, +as - “L ا‎ 


其 中 S NRMEIS| <2. RE: 复数 a1 ,aay sa sas ENF ENS 
周 上 . 


а 
= 


点 位 于 同一 贺 


altt +g +9) (1 + q+ qî +q' q 


а) l1+q+q qq jq = 0, qî — 1 = O, Eq = 1.8 | ql = 1, 此 时 
Га, [ME ar ra sa, sas sas AEI G) BFE LR ИТ 


Ja =| a =} as |=] a 
Dla | 为 半径 的 圆周 上 . 
D #1+9+9 + q +9 + 0, a A a = 4.a, =+ 2. q W Ë Jr! 
4-3-2 о 

р 


+ تي ج ل بو +1 
ч‏ 


Фата. БАУКЕН 19 =0 


FID ажаа EMF |S |< 2. 


Les cogo =s 


H> 
故 方程 四 的 两 根 都 是 绝对 值 不 大 于 2 的 实数 . 
MIN TOM TIER <, 相应 的 9 满足 实 系数 二 次 方程 47 一 +g +1 一 0 
它 的 判别 式 4 = r? 一 4 < 0, 故 两 根 % a: 为 共 二 复数 ,月 19, |° =| g: i= qq = 1. 
AH HEDRE TR BME lal = 1, 从 而 1w l= las |= al = la, | =| a, = 
2, 即 符合 结论 . 


ЗЕЕ 
《2) 车 虚数 = 满足 十 2 的 值 
2. 集合 4 一 上 = 1} 都 是 1 的 复数 根 的 集合 ,集合 C = 
few lz € Aw€ B) 也 是 一 个 1 的 复数 根 的 集 侣 . 集合 C 中 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 
1 


3. ёа +a +1 = 0, 求证 ;ons 十 


4. 设 P(z),Q(zr),RCz) 及 500) 者 是 多 项 式 ,有 PO) + aQ) + RO) = 
(+ +m rd 050) ЖЕ z— 1 Ж PAORO 及 500) HARK. 

а ЕА 

б. 在 实 教 范围 内 分 解 因 式 IT —l(m € N°. 

7. RAAH m. € N ,使 得 多 项 式 SD +m tr +a" дО) = 1 


,多 


Hrt + Бат 整除 


10. 已 如 f(z) 
在 复数 EE z 


Зах W sl- 


LE | fal 


11. Ril: tand un(0+ 2) an (0+ 28) == 


_ ramon BRR 
|- meoin un 为 偶数 
12. 以 S 为 顶点 的 正 窗 锥 的 底面 是 一 个 正 2n 边 形 ALA... An ;> DA ENR S iñ 


PE 


球面 . 设 Q 与 楼 SA, 分 别 交 于 点 BB ,i = 1,2. 2°, 求证: У) | SBa 


Ы] 


复数 的 几何 意义 构建 了 代数 与 几何 之 问 的 相 羽 联系 . 利用 复数 研究 几何 问题 的 关键 
在 于 怎样 选 收 恰 当 的 举 标 系 ,进而 建立 几何 毛 案 的 复数 表示 .并 借助 复数 的 运算 来 探究 
平面 儿 何 问题 的 解决 方案 . 


比分 点 公式 

设 ZIA MEZ Z Mui tt A. 
复数 表示 , 特别 地 , 当 》 一 工时 即 得 
依照 定 比分 点 公式 , 易 得 平面 上 


是 定 比分 点 


EMR A ar 2 cE А 


推论 : FZ Z. Z, 不 共 线 . 日 存在 实数 六 .和 


Ил = А: А 0. 

ЕЧ 

到 由 点 Z. 7. 决定 的 直线 г RR Y dM d =| <, 
HZZ ZZ 所 成 的 角 . 注意 到 


Ima 


„Ф 


由 此 可 知 , 由 Z， Z;, 


= Dimas, 
Saza, = Im, 


an + Ex) 的 绝对 值 . 
4， 丙 直线 的 夹 角 
Z. Z. Z, 为 复 平面 上 的 三 点 , 则 ZZ,Z,Z, = 


2—5). 由 此 可 知 ,四 边 形 


22: 


ЕДТА REESE 


а>. 


5. 相似 
BH AZ 2:2, j AWWW, 为 复 半 而 上 的 两 个 二 角形 . 则 这 两 个 三 角形 直接 相似 的 


w — u | 


事实 上 .中 式 等 价 А 


(5) (ZÊ) 
因而 中 жа AZZZ 与 AWWW, 直接 相似 . 
6. 半 行 与 垂直 
22, Z DZ 的 充 要 条 件 是 - кє D. 
ZZ, L ZZ 的 充 要 条 件 是 于 二 3 - kik € R). 


7. 向 项 旋转 
HARZ Z f Z, 按 道 时 针 方向 旋转 4, 再 伸缩 储 (r> 0) BB RZ = ZZ, + re”, 


#1 P. 已 …，P. 是 平面 上 任意 给 定 的 ”个 点 , 试 求 出 一 点 A, 使 得 APi :十 AP:: 
+“ FAP. 为 最 小 . 
分 析 ”利用 复 平面 上 两 点 距离 公式 以 及 


e. 


*P..A 所 对 应 的 复数 分 别 为 


= Deeper) 


1—1 3 


解 P.P. 


с 


АР + AP? ++ + АР. = 


= })гє- Ха» (нз > 


+ AP. KERN SD 
HME |+ 


分 析 设 O,H 分 别 为 人 ABC 的 
点 ,以 及 生 心 与 各 顶点 连 线 的 中 ， 


与 垂 心 , 则 九 点 圆 (三 边 的 中 点 , 重 是 三 角形 的 
,这 九 点 共 圆 ) 的 国 心 是 OF 的 中 点 .由 题 设 ,0 为 


注意 到 ,人 ABC 的 > ,而 O 〇 为 复 平面 的 原点 , 故 九 点 加 圆心 
对 应 的 复数 为 二 (= + 


JRE 对 一 般 的 人 ABC ,我 们 还 知道 .人 AABC 的 重心 C 对 应 的 复数 #20 += + 


yazi bsa + ee 
”ab 


З) ДАВС 的 内 心 了 对 应 的 复数 3 # а. b,c 为 人 ABC 的 三 边 长 


83 RAAAA 为 加 O 的 内 接 四 边 形 ,用 ， 有 8 ， Hr, Н, 依次 为 AAAA, 
AAAA AAAA AAAA 的 重心 ,求证 : H. H Ho H, WAHA FMEA 
щщ. 

分 析 ”由 上 例 ,车 如 


形 的 外 心 为 原点 建立 复 平面. 如 其 垂 


应 的 复数 好 


„Ф 


顶点 对 应 的 复数 之 和 . 本 题 中 ,四 个 三 角 挫 的 外 心 均 为 O 点 .于 是 以 О 为 原点 建立 复 平 
面 , 即 得 H. Hi. Hi, H. 对 应 的 复数 кич. 
EM ”用 表示 点 的 宁国 
Bi HY rl FY 2 的 结论 知 H. . 
Boom rA НЕА А ФА +A, +A WIH,—AI=lA, =r(&= 
这 说 明 НЕ = 1. 2. 3. D 在 以 只 ЭДИ. ЖЕ r ORME. ШЕЕ. 
KH E 1992 年 全 国 高 中 数学 联赛 第 二 试 第 一 题 , 慰 准 解答 证 明 十 分 宛 长 ， 
由 此 可 总, 在 复元 变换 下 .许多 几 写 , 连 图 帮 不 殴 要 作 , 订 过 复 数 运 算 训 能 着 出 图 形 
Ей ЖҮ. 
例 4 RIE: 园 内 接 三 角形 中 ,等 
分 析 “建立 适当 的 复 平 而 ,利用 二 角形 
证 明 如 图 5-1 所 示 , 以 同心 O 为 原点 建立 复 平面 , 设 园 半 径 为 ,0 POB fb fh 9 
“ON PK ti f ARMEO < a < rik A. B.C 同时 也 表示 
该 点 村 应 的 复数 , 则 A 一 + 二 mm"，C r? ,于 是 


S, ww 


> | mire +re ет] 
= 'у | sina ~ sing— sinta +A) | 


risin |сов $ — cox 


r sin (cos $ | D. 


ЕЕЕ 


所 以 5; эс +6 S SSS 


MS HOE ЛАВС HSHEREBLL D Bb АВ 的 中 点 
шй AB — AC NY OE | CD. 


€. 


Е AACD Rt. 


分 析 如 图 5-2 建立 复 平面 . 要 证 OE | CD, RAEE 


证 明 ”如 图 5-2 所 示 , 以 O 为 原点 ,过 O 且 平行 于 BC 的 直 
线 为 实 轴 建立 复 平面, НИЖЕ, ДВО: = 6. 因为 AB = АС. 
所 以 


ЕА 
ising. 


由 于 


rir (7$) 


是 纯 虚 数 , 故 OE 
n #16 Ш 5-3 PR, HEJ ABCD HAIM O SEWDA A EFG AIH ЕЕЕ 与 
GH 上 分 别 作 加 CO 的 切线 交 AB 于 M, 交 BC 于 N, 交 CD 于 P, 交 DA 于 Q 求证, MQ // NP. 


分 析 要 证 MQ // NP, 只 需 证 明 : 


证 明 ”如 图 5-3 建 立 复 平面 . 设 内 切 圆 半径 为 1, ПОН = 
BGE IN), Z DOQ = 8; / DOM = x=, M) Z POQ = 0. ПОР = 
0 一 0. 同 理 ,二 BON = 0- 8: W| 


(cos, + isin0, )» 


== E 
0500—81) 


zu = gg gl cst 60 + sine = 00] 


yC сом. H isind: ) 


H zr = —1—[созб#—#,) ~ 1009—6001, 


— cos(0— 0) + isin(8 — 6;) ]. 


于 是 zo 一 zx = 


GET TIGR TF] 110908000 — 0.) + cosñveos(0 ~ 0,1 


— i sinB,cost8— 0, ) — sing:cos(0—0.)]}. 
上 式 虚 部 一 sing,cosgeosg 十 singisingsing, — sin0;,cos0cosf, — sinê, sin0sin0, 
= cos0sin(0, — 0:0. 


同 理 ,有 
a -as (Сео соз(0 — б, ) + cosbscos(0 0,27 + icosbsin(b — 0,0}, 
从 而 = 0 cos б) © R° tk MQ// NP. 
тт 设 Z, 是 正 向 绕 行 的 ( 顶 上 о, 依 逆 时 针 方 向 排列 ), ЖЕ: 
2.2.2. 是 正 形 的 充 要 条 件 是 = 十 us = 0, 其 中 心 是 三 次 单位 根 er 


分 析 1 利用 复数 l. w, uo 对 应 的 点 为 顶点 构造 止 三 角形 ,再 利用 两 个 三 角形 直接 
相似 的 充 要 条 件 , 即 得 AZ, Z; Z, 是 正三 角形 的 充 要 条 件 . 

证 明 ! 我 们 知道 ,以 A = L.B = wC = u 为 顶点 的 二 角形 是 正三 角形 , 且 和 ABC 
是 正 向 绕 行 的 . 因此 , 若 AZ, Z, Z, 是 正 向 绕 行 的 正三 角形 , 则 它 与 人 ABC 直接 相似 , 于 是 


+ ws = 0. 


ED 
Z.Z, 与 人 ABC 直接 相似 ,也 就 是 说 AZ, 2:2, 是 正 向 绕 行 的 正三 角形 . 
分 析 2 AZZZ 是 正 向 绕 行 的 正三 角形 的 充 要 条 件 是 , HEZ Z 绕 Z, 按 逆 时 


针 方向 旋转 于 后 与 向 最 Z Z 重合 . 利用 向 量 旋转 证 明 ， 


证 明 2 шїз-4#ж./\7,7.7. 是 正 向 绕 行 的 正三 角形 的 充 А 
要 条 件 是 WIB 2 Z: BEZ, жеш hmi E STEZ, Z 8 
R. Ret = w TZ Z. Z У 
e wO а РЕ 


向 绕 行 的 正三 角形 的 充 要 条 件 . 


Ф. 


[и ы» сал 
以 方 重地 处 理 旅 转 


IRE 利用 复数 的 乘法 与 除法 的 用 
与 伸缩 - 

例 8 在 人 ABC 中 ,LC 二 30.O 是 外 心 ,1 是 内 心 , 边 AC 上 的 点 D 与 BC 上 的 点 E， 
使 得 AD = BE = АВ. КЕ. Ol | DE ,Ol = DE. 
分 析 利用 向 量 旋转 ,要 证 OF | DE LOI = DE, REEHDE 
‘a. 
EM 如 图 5-5 所 示 , 连 结 14,1B,ID， 
= 60%, 且 AAOB 为 等 边 二 角形 . 又 了 为 内 心 , 且 AD = АВ = ВЕ, 


所 以 ADAI 2 ABAI 2 ABEI, 4 
Ё? 
从 而 Z EIB = ZDIA = ZAIB = +(180° + ZC) = 105",10 = < 


WTD = їде 


FKRX.68 EE S 


2,04 „OB, W ZAOB 


IB.IE = IA. 

以 1 为 复 平面 的 原点 . 设 A,B 的 复数 为 
T-T. 
因而 DÈ = IÈ — ID = net — net, 
ХВО = BÀ + e Jel NA 

10 = TÊ + BÛ = zı + 

T Deets xef 
MÛ . е = ПЁ. DE | IO B DE = 10. 

例 9 是否 存在 .个 是 1990 边 形 ,同时 上 有 下 面 的 性 质 (与 Ci )， 

《1 ) 所 有 内 角 均 相等 ? 

Cil 01990 条 边 的 长 度 是 1, 2,…，1989，1990 的 一 个 排列 ? 

分 析 1990 是 一 个 很 大 的 偶数 , 边 数 太 多 ,不 容易 搜 到 规律 , 先 看 边 数 较 小 的 个 数 边 
的 情形 . 

凸 由 边 形 各 果 满足 ( i) , 则 必 为 矩形 . 边 长 不 可 能 是 1,2，3。 
4 的 排列 . 

存在 满足 条 件 (i BAKIE 2.3.1. 
形 . 如 图 5 -6 所 示 的 六 边 形 就 是 -个 例子 . 
于 3. 

М Fr 1990 边 形 ,能 否 也 可 用 类 似 于 图 5 - 6 的 方法 安排 它 的 
边 长 呢 ? 

M 设 在 复 平面 上 有 一 条 折线 A， 


=a- 


е et = ve zef, 


的 排列 的 凸 六 边 
双 对 边 之 差 都 等 


构成 折线 的 各 条 线段 长 为 AA, = 


„%Р 


A 对 应 复数 为 0.4: 在 实 轴 的 正 半 轴 上 ,从 向 量 AA+-; Ж 


Л: BIRC = 1, 2 1990). Фе = e Ai 对 


"e AR w= ОМ Am 
它 的 每 个 内 角 都 等 于 x 一 9. 于 是 原 问题 等 价 于 存在 上、 
2. 1990 80 — PRERA ais ars + аюы туше” =0 Ф 


内 为 1990 是 偶数 , 故 oue* Ча, е аһы а, j = 1, 2. 3. “RR 
ti Bz Tén ҖЕ J FY HO BE 00) 05 4° М k. 因此 .不妨 考虑 偶数 项 的 复数 与 其 相反 方向 的 复数 进行 
ВЭ. аме + age ® = (aa — aE yk = 1. 2, ++, 995. 


a(k = 1, 2, =. 1990), НА 
时 针 方 向 旋转 角 = 595 后 


应 的 复数 ww 由 下 式 确定 : 
ЧА, 重合 ,因而 得 到 四 1990 边 


$b = ax — an. 
BU Cass ans: 


бол =1. 


° 
‚э 995), = 
сооз Аи Sine =— 995 See — о, HORS. 

这 样 就 证 明了 满 是 ( 1 ) 与 (1 › 的 内 1990 边 形 存在 . 

/评注 “从 上 面 证 明 可 以 看 出 ,如 果 将 1990 换 或 任意 一 个 4n 十 2(0nE М) 型 的 正 整 
т TEAM TEBAIJERNSAMER, жаз. вия 
Кт ЕЧ ЕЛ 2n 1 1, 其 余 各 边 长 度 等 于 其 对 过 长 度 加 上 2n + 1. 

有 了 解答 例 б 我 们 可 以 来 处 理 第 31 届 1MO ЖХ Е. 

例 10 证 明 人 在 一 个 止 1990 边 形 . 同 时 具有 下 面 的 性 质 (i ) 与 Ci) ， 

(I) 所 有 的 内 角 均 相等 : 

Ci) 1990 条 边 的 长 度 是 下，2: 1990? 的 一 个 排列 

分 析 本 是 要 证 明 的 结论 比例 9 强 得 多 ， 例 9 的 解法 不 能 照搬 . 重新 仔细 观察 边 数 ， 
1990= 2X 995 — 2 X 5 х 199. 在 例 9 的 解法 中 ,利用 995 是 奇数 ,导出 了 1 用 的 复数 
等 式 . 现在 要 得 到 更 强 的 结论 .也 许 需 要 更 多 的 复数 等 式 . 5 和 199 都 是 奇数 ， 并 且 都 是 
质数 ,能 否 由 此 导出 新 的 有 用 的 复数 等 式 ? 

证 阴 由 例 9@ М. ПЖ. ff fE b = а. duo 


2, 6, 995) 使 


Bl ae = dass — (с, 995006 = 1.2 


цо = Усан — aaye 


‚995. 约定 ar = a, j 1.2.3, 


= — 1990 е” — 995: У) 


e, 


D Sa 
2x 5x199, FIA 


„ек 0 0, 1. m 198 


将 上 而 所 有 有 形 如 D.D 的 等 式 相 加 .得 DIER o 
ALR A BU M£ Ж Е 199 除 所 得 的 余数 ,又 若 取 
19h oh = O. 1. 

wu =+ 0.1. 
Me ION 十 1 十 1 一 上 
所 以 ov 


9951. 


= u uk 1.2 


1, 所 得 的 995 © o, 值 各 不 相同， 
55 的 一 个 排列 ,从 而 得 到 а, as 


{то 与 (1 ) 的 西 1990 B. 


ушш Akuntan 和 199 的 成 任意 两 个 互 质 的 大 于 1 的 有 
B WOW AMR A F E M и, 
BEN p a. & PL 8 E T HMA АНЕ 2q 边 


вт fF Q G ik Qu E 
як TE 


сз жей 
CORR 


эш 1.00 MH 


Op А. 


ARK 1. 2 
op 


жа веж 


жиш LL IPNI че А 


面 ,并 使 点 A 在 实 轴 上 ,如 图 5 - 7 所 示 . 又 没 图 中 字母 同时 也 表 
示 相应 点 的 复数 . 由 条 件 AB — CD= EF = r, 可 得 人 AOB 一 


LCOD= 人 EOF= 于 ,因此 有 B= + 


БЕТЕМ 


5-7 


HLTH G+wH +u K =0. Ж 7 的 结论 知 AGHK 是 正三 角形 . 


даа. 


1. 已 知 AABC 和 平面 上 点 尸 , 见 PC |= 27. P fk £ 
“ 跳 "到 其 关于 A,B,C,A,B.C,… 的 对 称 位 置 , A, 经 过 1991 次 对 ñL. 
你 跳 后 所 能 跳 到 的 地 方 高 点 有 多 远 ? ` 

2. ik AABC 的 三 条 中 线 交 于 〇 点 ,求证 :AB: + BC" +CA: 一 
3(OA: + OB: + OC. 

3. ASMERE) Жа, bc，dd 显 次 是 凸 四 边 形 ABCD 的 
Мот 和 四 是 它 的 对 角 线 长 , 则 mn? = at + bd — 2abcdcos( A 
FO. 

4. ¥ ABCD у # .AC = BD. 在 它 的 边 AB ,BC ,CD ,DA 上 分 别 作 中 心 为 Di， 
0.0.0. 的 等 边 三 角形 ло, 1 O0.. 

5. Ж ДАВС Ф.2АВ = BC + СА. RE: 此 三 角形 的 内 心 、 外 心 .BC 的 中 点 以 及 AC 
的 中 点 四 点 共 图。 

в. BW ABCD Wi ЖЖ FEA R O 过 时 针 方向 旋转 90"， 得 到 凸 四 边 形 
A'B'C'D'. Rit P.Q,R,S 依 次 是 人 有 .BC,CD.D'A 的 中 点 ,求证 : PR | QS.PR = 
Qs. 

Т. 在 任意 人 ABC 各 边 的 外 便 作 ABPC. ACQA , A ARB , fk 4 Z PBC = ZCAQ 
= 45", ВСР = ZQCA = 30°. ZABR = Z BAR = 15°. È ë , Z PRQ = 90° ,QR = 
PR. 

8. 在 AABC 申 ,已 知 全 A 一 60", 过 该 三 角形 的 内 心 了 作 直 生平 行 于 AC , 交 AB +F. 


e. 


£ BC 边 上 取 点 ,使得 3BP = BC. R š, /ВЕР = В. 
9. 正六 这 形 ABCDEF 的 对 角 线 AC 和 CE 分 别 训 内 分 点 MN 分 成 如 下 的 比例 : 


АМ СМ, PBMNZARR RREN. 


AC ` CE 
10. Bi P JEN APAA А, 的 外 接 轩 上 任 一 点 . 


ORD ТРА, | 的 最 大 使 和 最 小 值 ; 


(2) 当 记 不 限制 在 图 周 上 时 ,3) ТРА, 的 最 小 值 是 多 少 ? 


š Жн 多 项 式 的 基本 概念 


sare RAA 


Ў пем. ХТ гй 


fe = аатта ета, 
a € KOK МШ ОСГ КС BOR) 
HERE K О ЧЕТИ 


бО. ал 称 为 i 次 项 a, 称 为 ОЙ 70,1, on. 两 个 多 项 式 
AOM СУВА СЪН YO 是 指 07) 与 RCr) 中 同 次 项 的 系数 都 相等 ' 记 作 fC) 
ROR CD RD) 

在 加 中 如 果 a, #0. ш BEIR SOAT. a. 为 首 项 系数 ,n 为 多 项 
/7) 的 次 数 . 记 作 deg/. РЕЧ n=O Rf. fC) =a, £0 称 为 零 次 多 项 式 ， 如 果 a, = 


awı a, = 0, 则 称 Гг) =0 Ж HUR. FEARR Жж XK KEY ЛХ. 
二 ] 中 的 多 项 式 可 作 加 , 减 、 业 法 运算 . 设 
fu) = аш" Fa, + tas 
коз = bar" h. +h. 


是 [中 的 两 个 多 项 式 。 {ERR /C7 KO 的 和 (或 郑 ) ЕД ЕДИ 


4 0, = b. hs = 0. 定义 
fOr) + gU) — tu, bor 4 (an yr Cu, +b. 
JUN = gla) = (a, bî | Cu — b. yr. Ca. = b). 


fr) gla) 
кта = Уа 


Ф. 


下 面 是 关于 多 项 式 次 数 的 基本 结论 设 f(z), g(x) 是 K[> 中 的 非 等 多 项 式 ， 

D R SDH. M degl fF к)<тах(дей/.Чейк t: 

(2) degfg=degf + degg. 

多 项 式 是 代数 学 中 一 个 非常 基本 的 研究 对 象 ,初等 代数 的 许多 问题 都 与 多 项 式 有 
ж. 多 项 式 函数 是 形态 最 简单 的 初等 函数 ,代数 式 变形 的 许多 应 用 是 针对 多 项 式 进行 的 ， 


A uma 


例 1 试 将 多 项 式 z' 二 3x* 一 2r + 3 表示 为 两 个 不 同 次 数 的 整 系数 多 项 式 的 平方 
闫 ,并 求 出 所 有 解 . 

分 析 MR r + — 2r F3 ЗЕТЕ 
CSRS =O fo OER. 所以, 不妨 没 FA 的 首 项 系数 都 为 正 数 ,因此 可 
WSD = x Far +5. gG) = er +4. 

М Fui /(r) = r Far +, gG) 一 cr 十 d 满足 条 件 ,其 中 .c,d 是 待定 
系数 , 且 c>0,a, b, с. 本 是 整数 ,于 是 太一 所 一 (天 十 ar 十 和 一 (rz 十 dd 
Е + (aî + 2h— сэл? + ар — Zar а. 


由 多 项 式 恒 等 ,得 方程 组 1 ， 


z 
Wa =00=2,. =1,d =|. 所 以 f= +2. g(r)=r+1 其 余 三 组 解 为 (一 /， 
ө. 0 fr. 

J 评注 例 1 的 方法 称 为 待定 系数 法 , 它 由 多 项 家 等 ( 恒 等 ) 的 定义 ,作出 同 次 项 系数 
的 等 式 , 进 西 芍 定 所 求 的 多 项 式 或 导出 竹 盾 。 

例 2 设 整 数 人 不能 被 5 整除. 求证: 多 项 式 一 + 二 4 不 能 写成 两 个 次 数 较 低 的 整 
系数 多 项 式 的 乘积 .如果 上 是 5 的 倍数 ,那么 情况 又 如 何 ? 

分 析 ”用 反 证 法 .如果 x x Fk (5M) 能 够 写成 两 个 次 数 较 低 的 整 东 数 多 项 式 的 
乘积 ,有 两 种 情形 ,一 种 是 “个 工 次 多 项 式 与 一 个 4 次 多 项 式 的 乘积 , 另 一 种 是 一 个 2 次 
多 项 式 与 一 个 3 次 多 项 式 的 乘积 . 利用 待定 系数 法 处 理 - 

证 明 ¥4 5 不 能 整除 上 时 ,如果 一 + 十 k 能 够 写成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 
的 乘积 ,那么 只 有 下 面 两 种 可 能 : 

(D ratk = (r talat +hr' rer: + dr + e), 


(2) atk = (z Бат +С? + er: + dr + е). 
对 于 第 一 种 情形 , 令 r=—a 代入. 18-а tati 
由 于 a 是 整数 ,根据 费 尔 马 小 定理 ,有 5|а°—а. 
对 于 第 二 种 情形 ,比较 两 边 的 系数 ,得 
а+с=0 
œtb+d=0 
de iad +k 


ae + bd = 一 1 

к=} 
所 以 c =— a, d =—ac—b = a —b, e =— ad — ic = 2ab — а. 特 它们 代 人 后 两 式 ,得 
3a'b+ 1 = а' +b’, ab(2b — al k. 


所 以 ва — ab) = a[ 2(3 +1 a) — ab} 
(баё — 2a' + 2) = Sab 264 — а). 
于 是 , 仍 由 费 尔 马 小 定理 知 ,51k. 矛盾 . 

所 以 当 SHE 时, 王 一 z 十 上 不 能 写成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

当 5|k 时 ,zx 一 + 十 有 可 能 分 解 为 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 积 . 例 如: 

.)5 22 س + م ا = 15 ر ا 
例 3 WAD = ar" + Баг +a € Е). 0 < a, < ag vi = 2. Kb,‏ 
Oh D ARLOT = br" ba t ++ hz + RUE: ka < TUG).‏ 

分 析 “根据 多 项 式 的 乘法 ,可 知 5-,， = axa, Баа ++ а.а. 再 利用 显 设 及 不 等 
式 的 知识 证 明 , 

证 明 根据 多 项 式 的 乘法 ,可 知 b.,, = 
Heta ЖИЛ ЖТ OSa Sa (i= 1.2, 


азаа + аза. А УО) ао а 
л), Ж 


1 =l ор 
ЗОТ = ga, +a, +++, 


例 4 о) алтат со 是 两 个 实 
系数 非 零 和 多 项 式 ,是 存在 实数 .使 得 g(7) = (r-r) f(z. il а= тах{ 1а, |, Jani ls 


Ла 1 етаж etl Пее ТОЖЕ, 人 Sn 二 1 


证 明 因为 c,-iz Hert 


т. 


=la r a,r" +a, аз" + Наз) Ф 


Пе IHl с, lS 29 


<la Тя е IH Т lo letl rlt le IE (a+ е 


着 |rl>1, 则 在 四 式 两 边 同 除 以 - te = 上 上 ,得 


ay = (x= шу Hay + 
和 前 面 一 样 ,有 a 所 (nF De e < n+ De. 
综 上 所 述 .命题 得 证 . 


例 5 求证 : RULAR f(7) 与 g(x) 相 等 的 充 要 条 件 是 ; FUE LE ZEY fC) 
gD ,这 里 + 是 大 于 /(r) 及 R(T) 的 所 有 系数 绝对 值 2 信 的 某 个 整数 . 

分 析 必要 性 是 显然 的 . 车 /(1) 一 #00), 反复 利用 下 而 整除 的 性 质 ; s (E Z... | 
lof BU —0. 即 可 证 充分 性 - 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 下 面 证明 充 分 性 . 
Ш Лс) = ar" +a, x? 十 

gU) = bar + br + 
Р) к ,其 中 4 是 大 于 f(x) 及 g(x) 的 所 有 系数 绝对 值 2 售 的 某 个 整数 ,于 是 


ш ras tto кажа = Бат Ыт Ба ФЬ. ® 


由 此 可知 ,zi а, — b. 但 是 |a, А. 11а |+ b, |< 


bir + by. 


2 
从 而 四 式 中 消去 a, 与 加 ,再 除 以 1. 得 
十 at 十 al = ва A buit +++. 


РШ lar — b, | =0, B а, 
at" Han a 


根据 同样 道理 ,又 得 a 如 此 继续 下 去 .可 得 m=, 且 a 一 如 ,=0, 1+. п. 即 
f(r)=g(r) 

例 6 设 /() 是 一 个 多 项 式 . RE: Okr 为 常数 ) 的 充 要 条 件 : HER ab 
HBA fatb) = ра f(D) ® 


AM 必要 性 是 显然 的 . 通过 对 外 式 赋 特殊 值 .并 利用 待定 系数 法 ,比较 中 式 两 边 


„Ф 


同 次 项 的 系数 ,可 以 确定 f(z) 一 Ar(k 为 常数 ) 

EM 由 于 /= 好 ,所 以 f(a +b) а — ka Са) + f(b ikt EE 
зү. 

下 面 证 明 充 分 性 - 

H f(D) =0 时 ,f(z) 一 0。z, 结 论 成 立 ; 当 fU) A OR, fU) = az" + 
ar? ++ База F f(0) = f(0) + 00), (O) = a, = 0. 此 时 ,f(zx) 的 
次 数 不 能 大 于 1 . 事实 上 ,车 ”二 1, 则 os 0. Фа 二 ,为 一 固定 的 非 零 数 , 则 
flar +h) = f(a) + FOB. ра (z+ +a (r +B)" +e +a (+b) = шл" +a s 
+a ir H fo. 

ШЕШ z їрп —1 次 项 的 系数 ,得 a, ° nb на, =a, 

从 而 na. b= 0 J a 0,20 FR. 

故 fx) 的 次 数 不 能 大 十 1, 亦 即 Со а, r. 总 之 ,有 (x) 一 RI( NERO. 

例 7 求 出 所 有 满足 /(x) 二 /5(x) 的 实 系数 非 零 多 项 式 f(r). 

分 析 利用 待定 系数 法 ,比较 式 子 f(x) 二 f(x) 两 边 同 次 项 的 系数 . 

解 ” 设 所 求 的 多 项 式 为 D 一 asz Fa, үг”! + Far Fag, ДФ а, #OCnE N), 
下 面 我 们 证 明 : а, 一 

假设 a.(i = 0, hes n= D 不 全 为 零 , 设 <n а, © О 的 最 大 下 标 , HI fo 
= f CD фал" ta г® + 
比较 z… 的 系数 ,得 出 0 一 24， 
Го) ах". 

再 由 ИС = f CD. a. 1. В ЛС = NEN УЖ. 

例 8 多 项 式 序列 p (r), pra) 六 (xD 满足 Pa(z) 一 于 一 2, 且 对 任意 <; 
Sje H p.p (r) = p (p. (r) ,其 中 户 (z) 为 ;次 实 系数 多 项 式 , 求 所 有 这 样 的 多 项 式 
Bed. 

分 析 ” 先 证 明 满足 PDD = p (p CD 的 i 次 实 系数 多 项 式 是 唯一 的 , 再 通过 
构造 符合 题目 条 件 的 多 项 式 序列 获 解 - 

м 分 两 步 完成 求解 - 

D 证 明 满 足 p.(p.(r))= p: Ср, Сг) 0 i KR t Л — 00 . 

比较 pC DD p Ср. СОВО ЖЖЖ. РШ p CO WF ST). _ 

青 用 反 证 法 . 设 户 (z) 是 异 于 p.(7) 的 合乎 要 求 的 i 次 实 系数 多 项 式 ,出 p (р.ә) 
= ps (PIC. FE pa Cp.) — р, PIC) = pp) — Pal pala) 

再 由 pa) =F — 2,48 (pa) — р. Сг) Ср, (х) + pO) = р.р. (ж) — р,(р,(х)) Ф 
设 户 (z) 一 户 (z) 的 次 数 为 人 , 则 k<i , 且 p.(p:(z))— pipe Сг) ә 的 次 数 为 2k ,而 中 式 左 


e. 


а = e, = 0. 


Has = баа" Har’ + + az +a)" 


aO 矛盾 。 因此 我 们 的 断言 正确 , 即 


边 多 项 式 的 次 数 等 于 ++i. 大 于 2E. FE АБИ ЖН. А ЙГЕ p, р, (r) = р (роо) 
的 次 实 系数 多 项 式 唯一 

《2) 构造 符合 题目 要 求 的 多 项 式 序列 . 

构造 多 项 式 序列 : p. (r) ` p:Gr) = y: —2. 

Patr) = rp. (r) - IHn € N°). 

让 面 证 明 这 样 定义 的 多 项 式 序列 符合 题目 要 求 . 

吻 用 归纳 法 证 明 p, (2cosr)=2cosnr, ¥ 1€ R. 

从 而 对 - 切 rE 且 ,有 户 (请 (2cosr)) 一 PC2cosjz》 
=p,(2cosiz) = рр. (Осока). 

PE PCP, CD р, Ср, C=O Ж 97 E TRH р Ср, UDE p (rq Gi 

MM. 

综 上 所 述 ,这 样 的 序列 为 唯一 满足 要 求 的 多 项 式 序列 . 

例 9 йр. 是 不 网 的 素数 .下 整数 所 有 整数 4, 使 得 多 项 式 (O = + 
ar" ра 可 以 分 解 为 两 个 下 次数 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 

分 析 ”注意 到 p. q 是 不 同 的 素数 , 刊 用 多 项 式 各 项 的 系数 的 整除 性 米 确定 多 项 式 
/(z) 分 解 出 的 两 个 正 次 数 的 整 系数 多 项 式 的 次 数 与 系数 . 

WW ik ИС) eho ЗАТЕ ЕЧ ШЕЯ 
FCT RUR MERULA колой HOD 的 首次 系数 由 为 1 . 不 妨 设 
Far or Heta ВО = т Fhe ++. г, S1 rl a = л, 
saris bos hiss ba EER. Fab = pq. H p ER a, 或 各 ,但 不 同时 
整除 a А. ЖА рї OM plas 
* Paris phas FH к\з) + hO 的 七 次 项 系数 

аб, ааб + + а,Ь, + ab, = ab, A 0(modp). 

注意 到 Ar) 中 次 数 小 于 "一 上 的 项 的 系数 都 是 p 的 信 数 ,内 此 > 
"=i. 

FER rten Д1 得 到 r=n 1. 

另 一 方面 , glab. 如果 ql bo , 则 同 理 可 
ath HT h lpg REL b Мс +1. 

їй А Т ROD т ДА С 100.600 Da + С 10 '+ру—0, 
а= (= 1)" F1. 

MR б = —1, АС) 1АЙ С 0, Вр 1 +a + pq =0. HDL a —ру—1. 

容易 验证 , 当 4 一 (一 1)*pg 十 1 或 4 一 一 pg 1н}. fC FRE ЖЕКЕН 


系数 多 项 式 之 积 , 于 是 所 求 a 的 值 为 (一 "pg 二 1 或 一 pg 一 1 . 
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2eostijr) 


коо 


所 以 上 


因此 RUD аЬ р. 
s=n -1. Ff n=2.5 n>3 Ж. 因此. 


例 10 多 项 式 (一) e AD% ЕЕЕ ЕТЫ 
为 正 整数 .并 且 该 多 项 式 具有 下 列 奇妙 的 性 质 : 把 它 乘 开 之 后 , 删 去 z 的 高 于 32 次 的 那 
ЖИЛА Т 1 一 2z . RRE b (答案 可 以 表示 为 两 个 2 0007Ж > 9%). 

分 析 设 题 设 中 的 多 项 式 / 一 2z 十 R(z) ,其 中 g(z) 的 每 一 项 都 高 于 32 次 . 
比较 多 项 式 中 = 的 系数 即 可 确定 5 再 利用 (一 <) 三 1 十 2< 十 g( 一 zx), 通过 比较 /( 一 <) 
fi DF f 的 系数 即 可 确定 名- 进而 确定 bo. 

М RADU e Aa e A- 
其 中 g(x) 的 每 一 项 都 高 十 32 次 

比较 两 边 z 的 系数 ,得 性 

fU O = ажан ан e AHDS o ee а) 


ун ааб, 


БС >, 
J o (1 — gt) 
مور‎ o see o (1 — Anta . Q — "узы 


аон e a e 


+m, 
其 中 gı С ВКА T 32.3 BR a mmm. 
Фа z. f (u) = fe) fc 
чө = рне о (1 
ЕХ 


wm 


= 1— e+ gs) 
ЖО g: Gu) 的 每 一 项 关于 也 的 次 数 都 高 于 16 . 
比较 上 式 w 的 系数 ,得 + 2b, = 4, 从 而 如 = 1. 
再 重复 以 上 步骤 , 设 r бо = flu fi С w), 可 得 
БОЗ = MN SP rr tte 


A о Ср ун 


= 1— 6r + (r, 
其 中 gutr) 的 每 一 项 关于 -的 次 数 高 于 8. 
比较 两 边 r 的 系数 ,得 二 26: 十 45, = 16.5 = 2,6, = 1 Rb, = 3. 
继续 上 面 的 过 程 .可 依次 得 名 = 30, b. 4080. 最 后 由 
b, + 2: + 4b, + 8b, 十 16b 十 320 = 2". 


W пеев 


求 所 有 的 PODER] 。 使 得 对 任意 的 20. 8H CD + p (上 上) 一 ptr 


解 我 们 从 p(7) 的 次 数 出 发 讨论 


车 Ptz) 为 常数 多 项 式 , 设 рот) W te =c ,可 知 c=0, 节 pCr)=0， 
i degp> Lik plr) = ат" + аул”! е Баа. 2 On € №. МЖ. TA 
ala," + aya? ++ ta + (а^ + Ha, r Ha) 


+ а) базл +a" +. + а„). 
比较 两 边 常 数 项 ,可 知 a = a, a, а 再 比较 两 边 > 项 系数 ,得 2a.iav = 0. Ша 
= 0 比较 两 边 re-' 项 系数 ,得 Zaa = 0, 又 as = a, 70а = O. 从 而 右边 r=" 和 
愤 项 系数 等 于 04 再 比较 两 边 zi 与 二 项 系数 ,可 知 e = О.а. , 一 0. 依次 类 推 .可 知 oa， 
= =a =0. 于 是 p(T) = ат” ias a ОЗШЕ аа + (а^ 4 DE = а 
+: FM. 

所 以 ,满足 条 件 的 多 项 式 只 有 一 个 , 即 p(7) = 0. 


= tax” 


1. ЖЕЖ р) = (+ ССС 297—2). 2) 
ЕО рф MRK. 

2. 将 多 项 式 如 十 4 十 4 分解 为 两 个 四 次 多 项 式 的 乘积 . 

3. РО) = агні, Е, 存在 正 次 数 的 整 系数 多 项 式 Q(y) ЖОКСУ). 
Ж Осу) ROD = PON). 

4. BE n НИЕ Йй т.т: 
Fr 满足 如 下 条 人 

W Кт) ін; 

(D DREARARHTKHTLTIMEERERARER. 

5. 已 知 /(z) 是 的 n(nm>0) KEAR. ЕЖЕН RR BSO e" fOr) 


“2f 1260. Ж FO. 
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DELAP k MERR 


存在 一 个 次 数 为 呈 的 整 系数 多 项 式 


в. Er PERR p t). O) 


P.G k ft ЖЯ п 


kr 一 TD 


n т п + 
Ril: FETE 


apir) = 


0. 


аро + arpa) ++ 


7. инете: 


ни. = X> =. 


в. ЕЕ К.К. DC 
э. 求证 如 时 


SRR EN PAR PCOry.QUr fp RU) HKA r € R ЕЗ К РО sÇ 
Qu) КО. ЯЕ DH -AR r. ERER Р) = КО) HE k € -0.1], 使 得 
Qr) = RPO + (1 ORO). PSA E t $R Ж, ЖК? 
R la! РФҖЛИК И.К ЕДТ: a 
Rike 如果 多 项 式 户 (7) ЖД 
aw — 1. 
l. а 2а 
>02. 
а 


10. 


ar = 1, an: 


amitan € N°). 
8 k — 992, 9 


+ 1982 时.p(k) = ass N p(1983) 


>а, ROM K ЕИ л TRA: 对 任何 整数 天 
$ р = maxlla, |. | as ， 求 


> OH ai tat 
орта RENE r 


абата) s "° 


Ro 


== Ga 


讲 中 ,我 们 介绍 了 多 项 式 的 加 , 减 和 条 法 运算 , 关于 多 项 式 的 除法 ,有 类 似 于 


在 上 
两 个 整数 相 除 的 运算 和 性 质 . 
BSD = 527—247 8. glr) 一 天 一 3r 十 | 我们 可 以 按 下 面 的 格式 来 作 多 项 式 
除法 
rset | sz +оу+в |5г+13 
于 是 求 得 商 式 57 十 13, 余 式 34r 一 5. 所 得 结果 可 以 写成 
3r 十 D(5r 十 13) + 34r — 


5 — 2 +8 = (r 


BM EARRA REE. 以 下 代表 Q. R 或 C( 当 某 些 概念 和 结果 对 整 系数 多 项 式 也 适 


用 时 ,我们 将 特别 指出 ), 于 是 
FRE 设 fO. gla) € F 

za， 使 得 О = pD 十 rr) 

ят) 和 余 式 r(z) 由 这 些 条 件 叭 -- 确 
证 明 фол). rz) 的 存在 性 可 由 上 商 的 除法 直接 得 


设 男 有 FL] 中 的 多 项 式 gC， O). 使得 FO = кб С + Gy. 
63 г? 


] H gU) Z 0.W£f f Flr] 中 的 多 项 式 g(x) 与 
其 中 лс) 或 者 为 零 ,或 者 dcgr < degg; 并 且 商 式 


现 证 唯一 性 . 


B ru) 或 者 为 零 ,或 者 deg r < degg WEU — q Dg) = г'(х)—т(л). 

йй бл) у (тз. ЙН яс) Z O, (ry — гг) © 0, FF deg(q — q) + degg 
= ФО” 一 站 ,这 与 degg > degtr' — r) FH. 因此 9(z) = 4 С Айй бт) = r" G). 

在 带 余 除法 中 ,如 果 rO) =0 NE gO OEE 了 (7), 记 作 g(z)| fU. 否则 , 称 пг) 
不 整除 FOOD За gO DION. 关于 多 项 式 的 整除 性 ,有 如 下 性 质 : 

性 质 1 SOKO B zü) | f(x) 的 充分 必要 条 件 是 存 企 非 符 囊 数 < 使 得 Со = 
аб) 

ER2 O I RCD B gl) AT) fOr) | hr. 


性 质 3 лсо. 1 一 1 улус | Ўрок о. ФСО 


Flix- 中 的 任意 多 项 式 ,i 一 1。 

由 带 余 除 法 ,容易 得 到 下 面 的 余 到 定理 . 

余数 定理 ”对 任意 多 项 式 OD, гта 除 /(7) 所 得 的 余数 等 于 fa, 即 fr) = 
(rma + f. 

性 质 4 LAR /(x) 含有 因 式 r-a 的 充 要 条 件 是 ((ay=o. 

下 面 的 这 个 定理 非常 有 用 .并 且 用 综合 除法 不 难 证 得 - 

定理 若 /(x) 是 "次 整 系数 多 项 式 , 则 亡 被 另 一 个 首 项 系数 为 1 mm SnD ik E 
系数 多 项 式 g(r) 除 ,所 得 的 商 及 余 式 也 是 整 系数 多 项 式 . 

多 项 式 的 整除 性 与 数论 中 整数 的 整除 性 有 许多 类 似 的 性 质 ,我 们 引信 一 些 概 念 ,并 
且 不 加 证 明 地 列 出 一 些 结果 . 

定义 RUD FOND. g | к\т), WRK бт) 是 /(x) 与 g(x) 的 公 因 式 .多项式 
Го) UD 的 公 因 式 中 次 数 最 高 的 多 项 式 称 为 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公国 式 , 并 用 
(Gr). gD 表示 FOOD 与 g(r) 的 最 大 公 因 式 中 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 . 

关于 最 大 公 因 式 , 有 如 下 性质 

性 质 ORAR) MU), g1) = dOr) MIELE ERK u(r) 与 vx), 使 得 

UDS) t ободию) = dG. 

特别 地 , dr) = 1 (这 时 称 f(x) 与 g(x) EHD 的 充 要 条 件 是 存在 多 项 式 ulr) 与 
Сю) ,使 得 wf) 二 DGD 一 上 

性 质 2 qO E fo) 与 g(x) 的 公 因 式 , 则 (r) | d(z), 这 里 d(z) = (f(D, 
gC). 

性 质 3 FAO АСО). gD | hGO, PRH COCO), ка) = 1, M ADE | АС). 


k. 


HABE 


WI Ü fC) 一 am 十 az .是 一 个 аЛ. H ustu 4 +а,= 
O. 来 证 ; FO) LIEK r + a 十 … 十 工 十 1 整除 .这 里 n, k € N. 

分 析 hata tl +a, =0, 1(1)=0, 于 是 多 项 式 f(D) 含 因 式 + 一 1. 

EM hata + а, = 0.08 /(1) =0, 于 是 可 设 Сг) = (一 1D)9(z) ,这 
里 p(x) 是 整 式 , 从 而 

FU) = С — Dp 
能 被 x 十 十 … 十 工整 除 . 

例 2 试问 , 是 否 存 作 一 个 整数 a 8 r r or a ERR r r 4+00? 

分 析 这 是 一 个 探索 性 问题 ,“ 存 在 性 "需要 探索 ;论证 . 这 里 我 们 采用 分 类 讨论 、 分 
而 治之 的 解 题 策略 . 

M $f = 十 ar кб) = r" + тї + 50. 

车 fO) | кб), 则 由 于 FOOD HARRY. HARR K/S 是 整 系数 多 项 
式 ,从 而 对 -- 切 整数 和 上， 当 J(k) ê ON} Fi fU) | gD: 354 FOR) = ОВ}. gO) = 0 fy 
别 地 .有 CO | gO. ИС DI gD, 
Ша | 50, а 1 52, 所 以 a |2. 于 是 a 只 有 四 种 可 能 , 即 a = 1, — 1,2, 一 2. 

D 则 /CD =r Hartl 8 С | gC, B3) 52, FR. 

(2) Basi, WS = r Fr — 1, 但 7(2) 1w(2)， 即 5 |1078. ЖШ. 

(3) #a = 2, NY FO) = r Fr +2. 但 710)|g(I0)， 即 1121(10" 十 100 十 50)， 
从 出 4 | 109 + 100 F50, FM. 

G) Ha = 一 2, W FCD = r + r— 2. 这 时 fO) = O, {E «CD = 5150, 所 以 
Гс ксю. 

综 上 所 述 , 不 存在 整数 上 В Hara ERR x" +r +50. 

例 3 求证 ; r(z 十 1D)(2r 十 1) 能 整除 (x 十 1) “一 27 一 1(m 是 正 整数 ). 

分 析 。 由 于 ,十 1, 2r 十 1 ЖИ) ЖД. НЫ ЫМ crtl, 2г+ 


= Dt ае 


1 都 能 整除 (r+ D 一 
证 明 it Oo 
f(0 = 


feb 


Mir. r+ l, 2z 一 1 部 能 整除 /(7). x, +1, 27 + 1 是 两 两 互 质 的 多 项 式 , 故 
тг + DOr +1) | РС). WEP. 


例 4 роо ar Far? 4 би? Fer +d Мән а. be с. d 为 常数 , p(1) = 1993. 


p(2) = 3986. р‹3) = 5979、 试 计算 工 [PCTD + р 70). 


分 析 注意 到 1993. 3986. 5979 都 是 1993 的 佰 数 .所 以 p(z) 一 1993+ Mz = 1, 
2.3. ро) 是 一 个 4 次 多 项 式 , 设 第 4 Т у r. WA pCa) — 1993: = (r — 1) 
(a= D(z = r=), ¥ x = 1 与 工 一 一 7 代入 , 即 可 求解. 

М GQ = роо — 1993.. 则 由 题 设 得 Qtl) — Q(2) — Q(3) 

义 QC 是 一 个 4 次 多 项 式 ,从 而 可 设 Q(z = (r — DOr — 20 — 30000, 


故 аар к D] 


= QAD + Qc—7)]+1993 


Тпохохах 1= + -8) 


— 10) X (7 — r)] + 1993 


L x 10X9 28 X 18 + 1993 -aa 


例 $ R .个 多 项 式 pfr) ,使 (rz 十 1) | р), (r Fr + | pO) + 1. 

分 析 由 题 设 , p(x) = (r + Dg, plr) + 1 = +a + DAUD, 于 是 ,有 
(al SC DAD — (r + Dg) 一 1， 利 用 银 转 相 除法 求 出 gC) 及 h(x) 即 可 。 

М ”由 题 没 ,对 于 所 求 的 POD. {ЕЕ ЖЛ к\т). ha). EPO — Cr + Dg) 
ВОЮ = (at DO). FRE (а? + А DRC) — (a + DgO) = 1, 

下 面 用 银 转 机 除法 求 x(x) ,h(x)。 首先 有 

ж +1 = Ga FDC + +C n. 

+I = (PPL. 

由 此 向 前 反 推 ,得 

ОКЕН) 

+t D- (r4 DO +1) 
r + DU e+ ржа + zt +1)] 
r +m FOr FD +r) 
TRARA = Со) — riri 所 以 求 得 一 个 p47) = C+ DO е DOK 
ЖРТ о 


例 6 求证 ; lorr 不 能 表示 成 人 [名 的 形式 .这 里 1(x) 5 gO 都 是 实 系数 多 项 式 . 


a 


TIE 


分 析 用 反 证 法 . Е RENET 1(z) 与 g(x) 的 关系 ,进而 导出 矛盾 . 


` | _ 20n, 
EM B log. = zioga = 2000), 


即 fire gr) = 2f) eg) D 
Fü (у, O 一 1， 于是 ,存在 多 项 式 ut) R oc. асо) ГС +o = L.A 
而 wtr fO) + убт эң? = LRR CFO). gr) = 1 

LM 四 RR JCD ，21tr) + шэ, B fO | 27009. Ай deg fa) > 
deg fD ЗАТ бево) = 0 ЖЯ Г.Е) CD 为 常数 . RE, Стэ 也 为 常数 ,从 而 
logs 为 常数 ,矛盾 . 

例 7 如 果 PON 是 一 个 次 多 项 式 ,及 对 人 = 0,1, 2 


确定 P(n+ 1). 

HM йоз (TD POND — т, W Q(z) 是 一 个 次 数 不 大 于 十 1 的 多 项 式 ， 
HB x = 0. 1,2. =. n В Осо) = 0. 由 因 式 定理 即 可 得 Q(x) 的 表达 式 . 

Ж EQD SHD Par. 由 已 知 条 件 可 知 ,Q(z) 是 个 次 数 个 大 于 n4 
1 的 多 项 式 .并 且 当 了 =0,1,2,…, wm 时 ,都 有 Q(r) =0. 于 是 ,有 Q(T) Sarir- (> 
-Dlr н) Дра Ж А (r + DPOF) — r = arr Dr Dr m. А 
в =a (De HDN 


з" ج‎ 
+ n. Ж P) ГЕ 


ч Cpu À 
Ban pr TA 
Hk Pn + D = 


例 8 ius ass e a 


入 = 为 互 不 相同 的 实数 ,将 它们 按 如 下 法 则 卦 人 


100X 100 BY HE 在 位 于 第 让 行 ,第 六 列 之 相交 处 的 方 格 内 读 入 数字 a, Fb, . 现 知 
道 任何 一 族 数 的 乘积 部 等 于 1. 求证 : 任何 -UREE YF. 
分 析 ” 巾 列 数 的 蔷 积 部 等 于 1, 构造 多 项 式 UD = Саа) Ham) l 


HEH fh) =0. —1 
EA Hid HIR fr 
HUI f} ОБ) =O. i= 1 
= 100, 故 由 因 式 定理 知 f0) 


100. 利用 内 式 定理 求 包 
Сафадан Жам) 一 1 

+ 100. X AD 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 . 且 deaf) 
Ст Ст be(r Б). 于 是 ,有 人 恒等式 


„Ф 


Сеад або +а CF — BDO веб Б). 
在 上 式 中 令 z =—a,( + 2. ++ 100008 — 1 = (— 1" са, +b D(a; + br) (a, 
十 bm) , 即 第 i(i = 1, 2, ==, 100) 行 中 所 有 各 数 的 乘积 等 于 一 1. 命题 得 证 . 


例 9 (aras al 与 (加, 如， ba} 是 Q 的 两 个 不同 的 "元 子 集 ,已 知 
lata у Sunt = 4 +h ес <n) HEEE (ata е <n). 


а +a т.ј н С, D KAHTE b +b; = r. 1 < i < j Sn 
GD 数组 的 个 数 相等 ,求证 : ”为 2 ME. 
分 析 不 失 一 般 性 ,可 没 a ,a:， 


bes =, 到 为 正 整数 . 青 构造 多 项 式 
усо = Èr. вою = 立地 ,利用 题 设 条 件 可 知 


VRAGEN 
HRH EZRA IIR W. 
EM ” 先 不 妨 没 a,, bE€ ZZ, 1 所 i п. 事实 上 ,将 a， ма b. b. e, b, 
的 公分 母 汪 以 各 数 , 代 葵 原 来 的 2n Tt. OI E BERF Га b, € Z, 1i, j n. 
Ra. ass bis bss .中 最 小 的 一 个 数 记 为 c ,让 原来 的 2n 个 数 的 每 一 个 
减 去 一 上 ,所 得 到 的 新 的 数 仍 满 足 题 设 条 件 , 且 均 为 正 整数 . MRR аа се, a, 
bir bir e, BEIDES. 


=f), 


ab € N н. 15; Sm M.E Со = Pr. g = Dah us 


设 可 知 CFO — (eC) = уа Сло) В 


(FO gD = fOr gC, 
В yG) aG) = C= D'ADEM А20, Spa HAD 天 0. 于 


fe 
是 yG) + g(a) 一 TET] 


$ r= 11 FCD + gD = 27,80 2n 
9010 кшй Рх) = r Fc Hoor 
"一 1, 其 中 不 为 偶数 ,所 有 的 系数 cc з. 
分 析 ”对 多 项 式 的 系数 进行 奇偶 分 析 
EM ”我 们 重新 将 条 件 写成 O +1) 
多 项 式 . 
我 们 称 两 个 整 系 数 多 项 式 /(z) 和 g(x) 相似 . 记 作 Сс е Са) ,如 果 它 们 同 次 项 


аф „ 


十 cz 十 en В+ 
HAM КИЕТ n. 


= PWR ,这 里 POD 是 一 个 奇 系数 


系数 的 奇偶 性 相同 . 这 样 . 我 们 有 GHD 
在 GD) 式 中 将 了 换 为 上 ,再 乘 以 二 ,得 


(r++ DQ OD 


G+- 


— tetor QD © 


EORPA 是 一 个 次 数 不 超 过 n-k 的 多 项 式 . 四 式 减 去 四 式 ,得 


a — 1 e (m + x! + Ф DR). 
这 里 R(z) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 

WR 4 +1 FER nin = qk + +r. 0 
каб! С) В К — з (e — DEI r —1 = (a — 1) 
te a'H +R Cr К, (r) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 不 难看 出 ,这 
不 可 能 ,因为 多 项 式 一 1 的 次 数 不 高 于 多 项 式 式 十 十 … 十 1 的 次 数 ,也 就 是 它们 不 
相似 . 故 十 1 整除。 


Е вова 


САЖІ. HEAR r" — 1= (r 


южн! 已 知 UD =a 2P IG 二 57 十 9， бт) =?! r SrH R иб) 
H обл) UOD SHADED = (fer), g(r). 

解 ”利用 银 转 相 除法 ,可 得 

fO) = gO) 2 十 (一 6 六 一 3r 十 9) ® 
på 


)+ د دم 


BN = 6r — 3r +9 = (r + D(G6r+9. 
В (f(z), g(r) =x =1. 
对 @ 式 移 项 , 代 人 人 @ 式 有 (/(7), ябх))=т—1 


06 зе (о) о 
0769216001 (rti) вә 


= (аж) 


思考 题 2 Жі 
一 的 多 项 式 gw) fh Dga r 
求证 
Доза a= re) +r 
Соса) 


то 


аф (trr tr, 
Dr 
Жас. qels 


оз дес г)? 
=q OQ ro! 
асах 


пату 


Ш gD = ry Fre 


›. 


Hr, 


每 个 多 项 式 fOr) оГ Jb RN r— z, i) EAR AR BTE {ЕН 


设 OD 为 "次 多 项 式 .用 7 一 z+. 除 1(7). 再 用 一 zt, 逐次 除 所 得 的 商 , 设 为 


+ qu Gr) 逐次 代入 f(r) 中 , 则 得 


+r (r= mtr, 


a) TCT) + 


Cg Htr хо 


Frizz) tn. 


没 另 有 ә), r)" 1 pee НА rz) + 

WH DORN усл =k =r. FREH @ Ri 
fA) 

此 式 与 O 中 第 一 式 比较 ,得 Cr)=k Се" +E (rr) А Or 


此 式 与 中 中 第 二 式 比较 ,得 = 
А 
的 多 项 式 是 唯一 的 


如 此 继续 下 
UELEZE 


ой Dar Hr ttrt 
2. а. be RAAH $ R X r: 
3. Babet 
(орх) RÜ ха 得 余数 
(2) p(x) 除 以 了 一 入 得 余数 0 
(3) рб) ВД те 得 余数 < 


=. 


同步 检 


+ k ус") RD fO) 所 得 的 余数 
ar 十 br 十 c 被 (IRR? 
个 不 同 的 实数 ,p(7) 是 实 系数 多 项 式 . 已 知 : 


求 多 项 式 p(x) 除 以 (> 一 2j(7 一 5)(T “OR EH + Ж. 

4. 求证: 多 项 式 OD =F tr edr EER OSL Ha" H ta р 
充分 必要 条 件 是 HER. 

3, RE: ЖЖЖ дб) = ltr + zt += тл" 
+m + ките”, 

6. 设 Гао аг goar r HLR CO). gG). 
REAR Рот). QOD, Кот). SD RR Per) HQ) HRG) = (z! f 
ADS), RE: Cr D |PO, 

8 设 吉 为 大 于 1 的 正 整 数 ,三 个 非 罕 实 系数 多 项 式 flar Fh j=l 2， 3， 
ARADEO = Lf" 存在 常数 01.2.3) REAR qz) 
ERI. RS DSe), j=l 

э. R SDE] ER: f" Cr: 
克 分 必要 条 件 是 f(a) =a. 

10. R PCz) 是 非常 数 的 整 系数 多 项 式 , n(P) Ж 
过 的 个 数 . 求 证 tn(p) dep Dn. 

П. 给 出 一 个 集合 M. 它 由 7 个 连续 的 自然 数 所 组 成 ,而 有 具 存 在 一 个 五 次 多 项 式 
PDE: 

(1) 多 项 式 ро) ВЕЛЕКЮЕЕВ N: 

(2) 在 M tt $ U K K t t N tt {ЕН 5 ТИЙЕ p(k) =k; 

《3) 存在 k€ M.R R p(k) = 0. 


不 能 整除 多 项 式 fr 


“+ 


SPD, 求证 : a€2 满足 (=a 的 


Жорт) 的 所 有 不 同 整 数 


多 项 式 的 根 


are RAR 


对 任意 多 项 式 fU) € к=]. € С.Ж /(a) = 0, 则 称 e f Cr) 098. 

下 而 ,我 们 不 加 证 明 地 列 出 与 多 项 式 的 根 有 关 的 定理 . 

代数 基本 定理 ”任意 一 个 次 数 不 小 于 1 的 多 项 式 至 少 有 一 个 复数 根 . 

根 的 个 数 定理 ”任意 一 个 n(n 宇 1) 次 的 多 项 式 恰 有 个 复 根 ,其 中 重 根 按 k 个 根 
计算 . 

推论 1 在 复数 范围 内 ,n 次 多 项 式 /(7) 可 唯一 分 解 为 

JOD = alr = z(t rlar zo, 

JEH л, те, r. ESON n TAN. 

推论 2 车 有 +1 个 不 同 的 复数 ,使 得 两 个 次 数 不 超 过 的 多 项 式 f(r) 与 a(x) 的 
值 均 相 等 , 则 /C7) = оз). 

推论 3 若 多 项 式 flz) 有 无 数 多 个 不 同 的 根 , 则 f(z) 为 军 多 项 式 . 

许多 与 多 项 式 有 关 的 问题 都 需 从 多 项 式 的 概 出 发 进行 分 析 , 多 项 式 的 根 与 系数 之 间 
存在 着 很 密切 的 联系 . 下 面 的 些 结论 为 研究 多 项 式 问题 提供 了 一 些 出 发 点 . 

EERE Fn KEMI УО = ал+, л”! + Ба, ба, 天 0) 的 根 为 zi ri 
* 则 有 如 下 关系 式 成 立 : 


фр 


mn +n +z. 二 一 


jis u. 

实 系数 多 项 式 庶 根 成 对 定理 设 РС € RLz].B Pte) = 0.MIFCG = Ра) = 0, 
即 车 a 是 实 系数 多 项 式 PCz) HRR, 则 其 共 罗 虚数 了 也 是 P(z) 的 根 , 且 它们 的 重 数 
W. 

实 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 ”任意 一 个 次 实 系数 多 项 式 f(z) 都 可 以 表示 为 


fO) абба) аб + 2h + себ? + br to). 


如 果 不 计 因 式 的 书写 顺序 ,这 种 表示 是 唯一 的 ,其 中 mıl € 
xm E fO) MSR, TT bi, ее bis с, s € R, 且 二 


m Hbr +e 


m+2 =m as tis 


= 项 式 


m+bz+o 
都 没有 实 根 , 即 大 <. b < c. 
推论 奇数 次 实 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 . 
整 系数 多 项 式 有 理 根 判定 定理 设 St = 0) 是 整 系 数 多 项 式 f(z) = ar" 十 


asit Ба 的 有 理 根 ,其 中 p. q € Z. (р. D = 1 p) a.s аа. 
特别 地 , 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 /(7) 的 有 理 根 均 为 整数 . 


Monon 


例 1 REAR ar’ ar 
它 所 有 的 根 都 相等 . 

分 析 ”由 书 达 定 理 可 得 ”个 正 根 与 系数 之 问 的 关系 ,再 结合 平均 值 不 等 式 证 明之 . 

证 明 ” 设 原 多 项 式 的 = 个 正 根 分 别 为 = r …， xz,, 显 然 它 的 次 数 不 小 于 n a 


关于 是 ,由 韦 达 定理 可 得 
73 d 


par? te 


2 — mbr +b RF п 个 正 根 ,证 明 : 


.因此 ,结论 成 立 , 


#2 求 所 有 以 有 理 数 a, b,c 为 根 的 三 次 多 项 式 z? + ax? 十 br +e. 

分 析 “依据 书 达 定理 ,可 将 原 问 题 转化 为 求解 关于 a b. c 的 三 元 方程 组 ， 同 时 , 解 
高 次 方程 时 ,注意 整 系数 多 项 式 有 理 根 判 定 定理 的 运用 . 

M ”依据 书 达 定理 ,<, b. < 应 满足 


e ° 

ob +k + a @ 
l. @ 

zemo mm O. Фут, 

解 得 а= 0. 60а 1,6-2, 

мезо Мн OH b= L. КА Ф. OME aM o + — 29 +2 = 0. 


由 整 系 数 多 项 式 有 理 根 判 定 定 理 知 ,此 方程 的 有 理 根 只 可 能 为 土 1, 士 2. 经 验证 ,此 方程 
有 且 仅 有 一 个 有 理 根 b= 一 1, 从 而 a=1， 

综 上 所 述 , 所 求 的 三 次 多 项 式 为 Tz 十 I 一 27 ,二 一 x 一 1 

例 3 Ш. 不 存在 一 个 次 数 为 998 次 的 实 系数 多 项 式 P(z) ,使 得 对 任意 的 re C, 
均 有 Ptz -1 = P+) Ф. 

分 析 ”假设 存在 满足 条 件 四 的 多 项 式 P(z), 构 造 多 项 式 Q(r) = Р(х) 一 


LE (ia lÊ вун е —1-, GR) ,从 而 Qu 请 асос +1+ 5] = 
QHD. 再 从 Q(x) 的 根 出 发 .用 渤 代 北 推 的 方法 得 到 Q(z) 的 无 穷 多 个 实 根 , 产 生 


e. 


жт. 
EA HER. аа E ЖЁН) ЖОЙ К POND .并 设 
POND = аыл” Hama + + ах + aslam Z 0). 
AA O R te ЙЯ) EIRENE аы = an: 
于 是 PCr) 是 一 个 偶 两 数 
1 


P Qur) = P(r = jk LÊ E —1 = :的 根 ), 则 Q(z) 也 是 998 次 


2 
HARR. AREO + HE] = Өс +1) о. 

设 QU = КО?) АЕС O 是 一 个 499 次 实 系数 多 项 式 ,于 是 由 实 系数 多 项 式 因 式 分 
解 定理 的 推论 ,可 知 ROD 有 一 个 实 根 .从 而 存在 a, 使 a € К.Н Оба) = 0. 这 样 ,由 四 知 
a 十 1 也 是 QUO ORR. 依 四 式 不 断 选 代 ,可 知 

а (e +1 41< Саа DHD 

上 面 不 等 式 中 每 一 个 数 都 是 Q(z) 的 实 根 ,所 以 Qtr) 有 无 穷 多 个 实 根 , 这 只 能 是 
F Qir) 为 998 ik £f zt Ж. 
不 存在 满足 条 件 的 多 项 式 PCr) 

例 4 已 知 P(z) 一 2 十 oz" ' +c жс: + с, ЖИЛ = 的 实 系数 多 项 
R # PG) |< 1, 证明: FERR a. h EIQ PCa + bi) = 0. На + +1)! < 
UESN 

分 析 设 Plz) 一 (z 一 r)(z 一 
жин: Еа B ША]: PB BD О] E R uE i 

ЖН Hr rss =. r. 是 多 项 式 POD 的 wm 个 根 ,那么 P(x) = (а ту) (а 
теб xr. MR | POD |< 1. lir eli re 一 | 二 1 因为 对 于 
实数 ni 一 +! L ras r “中 一定 有 非 实 根 , 设 其 为 .由 于 
Pe) 是 实 系数 多 项 式 , 由 虚 根 成 对 定理 , 知 万 也 是 P(z) 的 根 , 且 使 得 | ;一 +, 1-11 
Жс, 


rH | PCD |< 1, 易 证 明 P(z) HMR, 


i а, b € R, MJ Pa +b) = 0.8. 
Iz li (a+bi) jel i— (a —bi) | 
— Va 1 (I= b + Va F(T +BY 


= Va FF +1 2b ° / FF FI 
ан 

例 5 CAAD. uD 为 两 个 实 系数 多 项 式 . 且 对 一 切实 数 x. 忆 有 J(g(x)) = 

кос), RIE: 若 方程 fO 一 к\т) ERR. RE FCF) = g(g(r)) FX 


„Ф 


a + +i а, 


FR. 
分 析 HF С) = EOD RARE FCF) = g(g(r)) 即 
ПО) — g( f(z] + а) — g(g())] = 0. 
由 实 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 , 串 给 出 多 项 式 f(z) 一 8(z) 的 表达 式 , 进而 可 得 
РГС) С) 及 fD кк Стэ АЁ. 
证 明 因为 方程 /(x) = g(x) 无 实 根 , 所 以 实 系数 多 项 式 fC) 一 R(z) 在 实数 范围 


内 可 分 解 为 (rz) — gr) = A+ 


сеа) O. 
Jüh0,Z0,1< < m. 
不 妨 设 A > 0, 在 D sb pali УС), кб) 代入 ,得 
(= gfe) = A+ TIC -а + #1 


М 
[FG а) = А. Пасо аз +41 


两 式 相 加 ,并 利用 СӘ) = gO FO), 
ОРОО) ако) = A+ Дун аи) +. 
由 于 对 任意 的 z Є RA f(7, g(x) Є R.T Ë 


[UGG а) +8]. 


A‘ TICO =a) +8) >o, 


А. [li-an +Ë] >o, 


> OARE SUD = g(g(x)) ERR. 
,使 得 f(x) = а? ах" hr с АЗОВ о n. 


=D а > 去 Cr tao REEERE Dah кч. 


KA SED- RE) 
例 6 а, b,c 和 正 


THRE z: 一 


р A x =m +Û, > La +) ет 
MEI An =m in m+ Rn > Da +a = m, 
令 = = ти, > 0. 由 书 达 定 埋 知 


Cn +m + zy) =— (3m + 


] = amtar tarse 3m + ہے‎ — È 


N ИУ 
mt + Û + Û, 
1+ m+ 


由 于 4 > 0 ARR 5 的 最 大 值 . 故 不 妨 设 A — 4f > 0, 


1 T 
于 是 $= 一 V(92' WOA — 4077 + 87 
КеП ' 


Я [297 An FEET _ 33 
3 2 


У, 
2 


4 — ВО Вр г — ус а} 92: — 4: > 0) 时 等 号 成 立 . 


їз. 


此 时 如 设 т = 0, д = 2. WÍ r, 
шма ссе M.S аЗ. 


n=l = 


解法 2 $x = Ма taD HUSO HB KER 


2a? + 27e — ub 


a ++ z) — r ery FOC + лз + n)Cruri + хул) + yn) 
su 
_ (и tz nn tn — 2r (zy + ry — 2x) 
wana sum: лайын: 
— trt 30 — 20) 
22 
= L фу OTT 9 - 
КОЧ 
= ry 
= 3 
Eg 
33. 
1 УЗ, 
一 二 G+) 


xı + xa) + FC — ай) 
3 


„шаба Fa) rx — r 


аген 
解法 3 注意 到 原 式 的 分 子 
2e' +27c—90% = 27[ (一 


= )( 


= Car) (a arı) 
而 а= л+л. tn M 
原 式 的 分 子 = (r, а — Dr Dry + ху 20) + r 2л). 
= r, + 2m, r, = z, + m + nç ДФ m > 0, n > 0, М 
原 式 的 分 子 = (3m + n) (3m — n) + 2n = Im — я). 


мт = FPG- (£) } 


令 


соо — Leer. 
设 gCD = 9 — > 0 TEY pt) 在 (0, V3] 上 为 增 函 数 , 在 [3, со) 上 为 碱 两 数 。 
мен коо 到 最 大 值 5V5. 此 时 , 原 式 有 最 大 值 3 一 ( 易 知 最 大 值 可 以 取 到 ) 


#7 设 实 系数 多 项 式 fa) 
n WEB, RF r > max[b, 


жаа”! tota, RAKY b +. б, 
…, bed ,有 


hn 


erz 


EET ELS 


分 析 由 于 f(z+ =(1+r—b)(1 tz bded rb). ER FAR FA а 


1 1 
a s 
Utah.) 


得 


"+ 于 是 要 证 原 不 等 式 ,只 
需 证 明 


证 明 ”首先 ,可 以 知道 ,对 任意 实数 + 二 0, 有 


Ф. 


2 — m + 1 > 0( 这 里 因为 当 m > 2 8}. rî — 2n(n — 1) < 0). MIA 


nn- Deye Ф. 


а+о" э1+=+%5- 


因为 /(x) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ,所 以 
Дох) = Бб Б). 
Ñ x > max, be, ee ba) 时 ,有 


+ = (1 十 z 一 请)(1 +r 


l+z-b)D>0, 


ИВ 试 求 所 有 满足 下 列 条 件 的 实 系数 多 项 式 fC): 
(1) /G) 一 az" База 4 ar + аш, а > 03 


D Panamu < Фала 

(3) f 的 2n 个 根 都 是 纯 虚 数 . 

HI WEND = ar — ан"! + + + (— Пат + ++ + С Dan M 
fla) = (— "gC m). ЕЗ Bo Eik +, А, 是 多 项 式 fC) 的 2n 个 纯 虚 数 根 , 则 
多 项 式 g(t) 的 = 个 根 为 5 = f > 0. = 1,2,…, nm 再 利用 韦 达 定理 及 重要 不 等 式 
жт. 

N HRC gD = at амт + + (— D 

fG) = (Dg r). 

Ë +iñ. Eip =, £ ig BEDR f CD 的 2n 个 根 (不 妨 设 局 > 0, j 一 1， 2, …， 

人 0 , 则 多 项 式 g(t) 的 n 个 根 为 1; 一 所 > 0 一 1. 2，…, 刀 出 市 达 定理 知 


“十 六 十 (一 Draa, 则 


S, 2, 之 Жыр. eb =... 


(在 下 面 几 行 式 子 中 ,符号 SD 下 方 未 标 出 的 求 和 范围 都 是 1 < ki <h < <<) 
由 柯 西 不 等 式 , 对 了 = 1, 2..…, n IH 


ху 


Уа 


f 
Pana | s= Ф 
一 (5 тла] а 
` 一 SEC ,并 由 Ф 及 条 件 (2), 可 得 
Ce ° 
由 加 起 看 出 ,对 于 ) =1, 2, +. mQ RPT HRS. БИШИ ЖАР RS R 


条 件 , 可 知 4 = 5 = =... 
将 这 个 正 数 记 为 让 , W SE — Ctr? BÛ ay = Су, j = 1, Be =, me 


FI fC) = ata? кча, >0. r> 0. 
易 验证 ， 这样 的 多 项 式 OOM E ELEY 86 REF. 

例 9 给 定 复 系数 多 项 式 f(z) = cz 十 oz 十 … 十 criz 十 cv 试 证 : 存在 复数 z。， 
适合 | w SRB IfGO01=le I+le 1. 

分 析 由 {CHILE ИК o AE IE A AR A ERAS 1, FE UE IE FP AR Л.Ю R 
MERE 

证 明 “分 两 种 情形 讨论 ， 


Мо 关 0 时 ,构造 多 项 式 g(z)》 


定理 ,g(x) 有 个 根 < 
又 由 事 达 定理 知 | 


Jz) = as Fere t ecim +e. = Са) +1 


жеб 十 十 cz 一 


“6. 由 代数 基本 


将 其 模 排序 为 | = | <l = I< <l =. !. 
3 1, а 11,8 


a+ta=ea(l Siti) 
所 以 1 feayl=le i+lc1. 

ме, = O HI HSK g 
а gC 有 БИ 
由 韦 达 定理 知 | - 


fe) = aitaz 
$ 80 


artar He саа Cos 
` zx, 按 模 排序 为 z IS] |< <| z. 1. 
, 且 


Ferz = gG) +e = o, 


ИЕЫ ЧА 

例 10 ЖЕК н, УЕ (z + D° = = + 1 的 所 有 非 零 解 都 在 单位 圆 上 . 
ЫМ 为 证 本 题 ,需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 ” 设 实 系数 一 元 = 次 方程 or" +a, үл”! dara 二 0 (n> 1. аза 9 


j$ — nazas B 


于 是 n= 
eA DIS a- Erat D хә, 
= m-D( | 
mA =h ca. 
Ф у= 十 , 则 原 方程 可 化 为 ay Hay taytata yta 一 0, 此 方 各 的 
HAL. Eee RRL h 
BBA, = aj ‘hh. 


所 以 , 当 mis rao e z. 都 是 实数 时 ,4) > 0 H A: 
由 于 结论 (1) 、(2) 互 为 逆 否 命题 , 故 结论 (2) 也 成 立 . 
下 面 我 们 来 解答 原 题 ， 

利用 二 项 式 定理 ,将 方程 化 为 


sce? + de) + (ch + + e +) = 0 (n> 3). 
记 方 程 的 非 零 解 为 =,(i 二 1, 2 一 2). 由 书 达 定理 得 


结论 (1) 成 立 . 


为 实数 (i = 1.2, 
n D.B PBB EW кт. жишк нинин. TETEMET 


„Ф 


= 2(S —28,) +209 2), 


1r è US? —2S,) — 2(x — а. 
TUOS — 2051—28) — 209-22] = ү, 


Т Д G= l, 2, oe п 2) ERRAR а Баат s 
Hirst FE, 0 的 "一 2 个 根 , 利 用 引 理 (1), 有 A, = (п 300007 —2(п— 2) 2 0,80 


所 以 n 


(In? — 30n +35). 


(a= n= D 200295 EB > 0, n < 5+ VTE <9, B n <. 


"n = ву Ч B: +282 +562 + 7027 + 562 4 282 + 8)3 = 0, 
其 非 零 解 是 下 列 方 程 4z' + 1425 4 282° +35? + 2802 + 14е +4 =0 (ж) 
的 6 个 根 ， 而 方 称 (* ) 可 变形 为 4(z + e7) HGH?) 2862 2710) + 35 = 0, 

即 4(z 十 z ТАС) 1602270) 十 7 一 0. 

MHF A: ¬ (3— 1) 1622.3. 014.7 76 < 0,1002) 知 ,方程 4z3 十 14z 
+ 16z +7 一 0 的 根 不 全 为 实数 , 即 作 在 方程 (* ) 的 根 = 使 =, 十 = 不 是 实数 . 于 是 = 十 
z z tsa M| z | 去 1. 故 二 8 不 满足 题 设 条 件 . 

Эп 三 ?时 ,方程 可 化 为 7(z 十 1D)z(z: 十 < 十 1)* = 0. 其 非 零 解 为 一 1 Ml e ДЕ 
单位 加 上 . 

综 上 所 述 .满足 题 设 条 件 的 最 大 整数 为 7. 


W пее 


аш apara таа A. А 是 两 组 实数 ,满足 <i, Хат, 


Èg, w= la Deg. ЯН ERE x" 十 
GT Heee а F+W? HABI +D) =0 QA ЖШ. 


€ 


证 明 ” 当 X=0 时 ,方程 仅 有 实 根 0. 
当 А90 81.4: =n DAAB) – 29 АМАА [ (n= DAB 280). 


2—. AE, 


= + = 


СКА 
i 2(я—1)А?В* —2nA: B: ]— —2А°* BX <0. 
由 例 10 引 理 (2) 知 ,方程 的 根 不 全 为 实数 . 

综 上 所 述 , 只 能 是 一 0. 


АЖЫ. 


1. F. ñ К mZ™2, RBI KWE PIPO] PDH $ AR. 
2 设 P(x) БЕКУ EN: БЯ Ос) Рс) +0 至 少 有 6 个 不 同 的 整数 
HONA PORA ERR. 

3. RAR SaD (r—98 fO 的 多 项 式 fo. 

4. 设 多 项 式 УС) Sanr asa r” oea r +2r+r+l1, 求证， fer) 8 
Ж-М. 

5. RMR Р, ЖЕ ҖУЯ SP? —50‹Р+1)л*+(Т1Р—1)х+1=66Р 的 三 个 根 


HAARR. 


n h fui. ж 1003, 


6. 设 /(z) 为 三 次 多 项 式 


产 的 值 


7. 设 复 系数 多 项 式 fO) 


> (al taa. Dr 的 所 有 根 的 机 都 等 于 1, 其 中 |A| 二 1. 


за. 是 非 负 实数 , 旦 不 全 为 零 . 
масах а. 0 Еа 


ЗЕРЕ СУЗА 
РА . 录 所 有 的 实 系数 多 项 式 PCz) 一 aa 十 qu-iz 1 Heta ,使 


„Ф 


atr'(asa。 天 0) 的 所 有 根 的 模 都 小 于 1, 求证; 多项式 


8. itan 
CD 证 明 : 方程 ar 


得 PCz) 恰 有 个 不 大 于 一 1 的 实 根 . 且 


10. 设 /(х) R E£ 532.3 HfO)=- 16888. 约定 将 所 有 满足 上 述 条 件 的 
了 组 成 的 集合 记 为 正 . 对 于 任意 给 定 的 整数 4 二 1, 求 最 小 的 整数 mm(k&) > 1, 要 求 能 保证 存 
£ f € FEE fC) = т) 恰 有 上 个 互 不 相同 的 整数 根 .、 


多 项 式 的 插值 与 差分 


1. 拉 格 朗 日 插值 公式 
设 F(z) 是 一 个 次 数 不 超 过 的 多 项 式 ,aj uss s. ao :是 十 1 个 不 同 的 数 , 则 
/7) 可 唯一 地 表示 为 


(ganz =a 
(= کے‎ 
f (a, ~ u) Ca 


利用 多 项 式 恒 等 定理 可 证 该 公式 

这 个 公式 称 为 拉 格 朗 日 插值 公式 . 它 表 明 对 任意 一 个 次 多 项 式 ,只 要 知道 它 在 
十 1 个 点 上 的 取 值 ,就 能 确定 这 个 多 项 式 ,并 且 可 由 这 个 公式 直接 写 出 其 表达 式 . 插值 公 
式 的 这 一 性 质 使 它 在 多 项 式 中 应 用 极为 广泛 . 

2. 多 项 式 的 差分 

差分 是 数学 中 一 个 解决 问题 的 重要 工具 . 由 于 多 项 式 是 一 种 特殊 的 函数 ,所 以 ,我 们 
先 介绍 一 般 函 数 的 差分 概念 和 性 质 - 

设 F(z) 是 一 个 函数 , 称 /(z 十 1) fO) 为 函数 FCD 的 一 阶 差分 , 记 作 Af Cr Clk 
Af). 把 函数 / 00 k 阶 差分 的 一 阶 差分 称 为 函数 卫 的 4 十 1 阶 差分 [一 1.2, s.n). fr) 
的 大 阶 差分 记 作 SJ CDCR Sf). FH Af = АСУ). 

对 于 函数 /(z)，&(z), 申 差分 的 定义 , 易 知 。 

CD Sf CFD + дб) = AJC) алак), ДРА, p HEM 


„№ 


(2) ASCEND) = FDA + g(r + DAS = f(r+ DARU БОА РС) 
我 们 有 下 面 的 公式 . 
定理 ро-и 


DSS = УС DTC (r+ BD: 


(D fr +m = DOA f. 


证 明 ”用 数学 归纳 法 . 
Ñ n=l 时 ,(1) 显然 成 立 . 


=f +n + УСС СОЛО +R) + (= "f (7) 


ODEO + SDC DCS + fir + n) 


=> Da 


+k). 


于 是 ,公式 (1 对 一 切 mnEN" 成立. 


得 дерд 


FH AT = Alar 十 ai 


公式 (2) 的 证 明 请 读者 自行 完成 . 

# /(z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 则 有 如 下 性 质 : 

G) degAf < n = Laf = OCH m > n Bd) 

Gi) A'S = n! s ala, 是 /的 首 项 系数 ); 

Gü) 对 所 有 deg < т, D DCLG) = 0. 

EM 注意 到 多 项 式 f(z + 1) 与 f(z) 的 首 项 系数 相同 , 即 得 degA/ < n 一 1. 由 此 
下 一 2，…， dega" f < RD Sf MRR, АЩ тп, ДТУ = 0. 
用 归纳 法 不 难 证 明 лт” Xat =< n), 

十 ariz+a.) = ат" = n! +в. 


由 (iD ,对 所 有 degf <m A A"f(z) 一 0, 故 在 公式 (1) 中 , 令 z=0, 有 


р 


0= дуо) = DC DCA 


A Clio =o. 


Qanu 


例 1 у ЛО) r =0, Z. x 时 , 它 的 值 与 sinz 的 对 应 值 相 同 , 求 


KIKAN. 
分 析 h degf 二 2 及 f(z) 在 3 个 点 上 的 取 值 ,利用 拉 格 朗 日 插值 公式 直接 求解 . 


М Ho. f(F)=1. пото 及 拉 格 妇 日 插值 公式 ,有 


e-0)‏ وي( 
ЕЕ 2) Zt foja aoa (E) al jo,‏ 
(о) о) (а) 2. Qco(s_ 5)‏ 

ttr.‏ په 
tx‏ 
即 为 所 求 、‏ 


例 2 求 满足 Pp( 一 1)=1, р(1)=3. p(3)=21, p(21) 二 8823 的 一 个 多 项 式 рот). 

分 析 ”满足 题 没 条 件 的 多 项 式 有 无 穷 多 个 ,由 于 只 稍 找 出 一 个 ,我 们 不 妨 找 一 个 3 
次 多 项 式 , 利用 拉 格 朗 日 插值 公式 可 直接 写 出 pC) ,但 化 简 比 较 麻 烦 ,我 们 可 改 用 另 一 种 
方法 计算 , 设 p(x)=ACz 二 D(z 一 D(z 一 3) 十 B(x 二 D(z 一 DD 十 C(x 十 DD 十 D, 再 由 条 
件 计算 A、.B.C.D 即 可 . 

т ”满足 题 设 条 件 的 多 项 式 有 无 穷 多 个 ,出 于 只 需 找 出 -个 ,我 们 不 妨 找 一 个 3 次 
PAR. R p(z)=A(z+D(r-I)(z-3)+B(r+DCr-D+Ctr+DTrD Ф 
Ф а= 1,6 D= p DE Ф r21 рас, С: 
令 z=3, 得 p(3) 一 B(3 十 1)(3 一 1) 十 (3 十 1) 十 1. 所 以 且 一 2. 
Ф x = 21, 得 P(21) 一 A(21 十 1)(21 一 1D)(21 一 3 十 2021 十 1)(21 一 1) 十 (21 十 1) 十 1， 
所 以 A = 1. 因 此 ,满足 题 设 的 一 个 多 项 式 为 

PCz) 一 (zr 十 1)(z 一 D(z 一 3) 十 20z+D(z 一 D 十 (十 DT 一 全 


/评注 Фей» иша? 


oE n+l ZAAR -AKETE n ASAR 
Го) 可 以 唯一 地 表示 为 

Хб аа зо) жаба) на, Сео) (Ft) tr) 
фазата ROH Ст), fr =. f(x.) 容易 逐个 确定 ), 这 种 形式 的 插值 
多 项 式 叫 做 牛顿 插值 多 项 式 . 

B3 设 NN 为 正 整数 , 且 N 十 1 为 质数 ,a, € (O, 1),i =0,1,2,… 
全 相同 . 多 项 式 OD RE fC) = a, i 二 0,1 

分 析 ”利用 牛 屿 插值 公式 证 明 . 

证 明 ”车 fC 的 次 数 小 于 N, 则 由 牛顿 插值 公式 可 设 

ADEGI Соба Сабе 0 N+) Ф 


NFA a 不 
ЖИ. /(x) 的 次 数 至 少 为 N. 


HPC, Cis Cv 待定 ,并 且 由 于 /(z) 的 次 数 小 于 N, 故 应 有 Су =0. 
E OD PHN r = 0, 1, 2,，…，N, 得 方程 组 
C= feo) ° 
с,+с=уа› Ф. 
Ct2C +2! C, f(2) Ф, 


y= ЕСМ Фл. 


HRO ARAC DIC ,再 求 和 ,可 知 (—1)*. М, = D COD. 


于 是 由 Cx=0, 可 知 3 (= Cf (i 
注意 到 N 十 1 为 质数 , 记 p= N+ 1.W 
МОМ НСМ) = (р D(p = 2).(p—i) 
= DDD) = (= 1 + Стой p). 


结合 当 0 Ма, са, р) = 1, 可 知 C% = 1)'(mod p). 
所 以 0= (= iC fO = 500 Da. „Стойр). 
Ха, Є {0.10 Si < N), 故 只 可 能 a，， а. +, as 均 相等 ,矛盾 , 


所 以 ,多 项 式 /(x) 的 次 数 至 少 为 N- 


J 评注 由 degf<N 及 多 项 式 差分 的 性 质 (iii) 吕 得 D DCS = 0. 


р 


例 4 设 n 次 多 项 式 f(z) 满 足 f(&) = 
解法 1 REN f(z) 在 "十 1 个 不 同 点 处 的 值 , 故 由 拉 格 朗 日 插值 公式 ,可 唯 - - 求 得 


tl 
HITE aid, 


因此 tn 十 D) = усон 


+- = È р 
re 当 为 奇数 时 
1, 当 为 偶数 时 
解法 2 因 degf=n, 所 以 /(z) 的 n+1 阶 差分 为 0. 故 由 性 质 (iii) ,得 


Усно = о. Жу = Û 


Fv”. 
由 此 即 可 得 解法 1 中 的 结果 . 

例 5 设 /(z) 是 一 个 = 次 多 项 式 ,满足 F(k) = 2, kml, 2, е п, 试 求 f(n 十 
2)，/(n 十 3) 的 值 (答案 用 = 的 复 函数 并 以 最 简 形 式 表达 ). 

分 析 因 f(x) 的 nm 十 1 阶 差分 为 零 , 故 由 公式 (1) ,得 


(i = O, 1. =. n) 代入 , 即 得 fn 十 1) = 


(DCH, f(z + b) = 0. 分 别 取 一 1，2, 即 可 求 得 fn 十 2) ,Cn 十 3)。 


Ж 因 degf=n, 所 以 f(z) 的 mn 十 1 阶 差分 为 零 , 故 由 公式 (1), 得 


3 DPC fr + D = 0. Ж х=1,3ЕЖ ЛО 2006-1, 2, е, nH DARA Я 


fln+2) = 


>= "сы" = 27 аср" 2C) 
= 299-200-100 = 2 2, 
再 取 * 一 2, 可 类 似 地 求 得 


P 


font 3 =- DC DCH 2 FC 027 — 2) 


= Dc 2: 


00—402 — 1291 — 209 +1) 
2" — 2 = 6. 

例 6 求证 ; 对 于 多 项 式 f(z) = r Fag"! + em Fags FCD, 101, =s 
Hml нЗ Р 

分 析 “利用 公式 (1) 及 性 质 (iD .通过 АС) ,建立 f(D. f(2. 
的 美 系 ,再 用 反 证 法 证 明 . 

证 明 这 里 处 此 CDMA /(1) 开 始 的 连续 十 1 个 值 , 故 呆 考 虑 a fO ,利用 公式 


fo), fn+ D 


《1) 及 性 质 (iD ,可 得 Ауа) = сус +1 = nt. 


БФ k = 0, 1. n SIR 


ожо итне DCI a+ < DC = m, 


жт. fy ta iF. 
例 7 设 P(z) 为 2n 次 多项式 ,满足 p(0) = P(2) = 
一 pl2n 一 1) = 2, Ë p(2n + 1) =—30. R n R pG), 

分 析 构造 多 项 式 QCO = pO) — 1. QOR) = (= 1), k = 0, 1, 2, =, 2л. flj 
HIBE HS Н МИШ KOE — е йн QCD ,并 将 r= 2n+ 1 代入 ,化 简 求解. 

解 $ Qir) = p(r)-—l,.W degQ = 2n, A QH) = (— 1), k = 0, 1, 2, ==, 2n, 


由 拉 烙 朗 日 插值 公式 知 Q(7) 一 SP x= kik =0, 1,2, 2n. E 


р?п) = 0, p01) = pO) 


了 一 2 十 1 代 人 上 式 ， 


Qe2n + 1) = 


所 以 р(2п+ 10) = Qn + D +1 = 2— 
由 已 知 条 件 p(2n 十 1) 一 一 30, 所 以 
此 时 ,由 题 设 条 件 ро) 


A‏ و 
pG) =2..‏ =1( 
PERTE ‚а з=‏ 


30,89 n = 2.910 deg, 
OTR PUD = Arl- 2)(ж—40‹х— xD. 


解 得 A = 一 2. = 2. 因 此 рО) 一 {ги 一 22(z 一 人. 


例 8 设 人 ABC 的 三 边 长 为 a, b, с. РЖ ЛАВС 所 在 平面 上 的 任意 一 点 .求证 : 
+ PE. PA + PB 


分 析 ”对 于 多 项 式 f(z) = 1. 利用 拉 格 朗 日 插值 公式 构造 等 式 证 明 . 
ШЙ ЖА, B, C, D, P 对 应 的 复数 分 别 为 =;,。z;，z，z。， 则 对 于 多 项 式 
fC = 1, 由 拉 格 朗 日 插值 公式 知 ,对 任意 的 复数 <. 有 


)(z 一 =) 


бааа) ү (а-а) 


Сао) Са аа) (25—21) 0 
在 上 式 中 令 = = s ,并 两 边 取 模 ,可 得 
(= т.250) 02—23) ) Coz во 0) 
+ 
заз s a 


баа) боа) eala) | Cn 


ы man) 
“lG TEDE в) 


зз) m) Са а)ба аа) 
PB: PC, РС. РА | РА. РВ. 1 
са С 2 


[2 


JRE В.а as ran 是 于 十 1 个 不 网 的 数 , 则 对 于 多 项 式 J(z) = 1, 由 
拉 格 明日 揪 值 公式 知 ,对 任意 的 工 有 
у 


ба 4000 
此 恒等式 在 数学 竞赛 中 有 比较 广泛 的 应 用 


例 9 н.т TERRAS (а.а. bj) ,证明 以 
FESR: 

. aao Hw +a» 

> П « а) (bbp) 


分 析 ”构造 多 项 式 F(z) = eti еа. fa 一 Toto) 


USES. EEH degf 亏 n 一 1, 故 由 拉 格 朗 日 插值 公式 ,得 FU) = J) fa) 


,比较 上 式 两 边 т! 的 系数 可 证 之 . 


EM +f = 下 cz+o) 一 e-a ). 由 于 f(z) 的 次 数 不 超过 一 1, 故 由 


拉 格 妥 日 插值 公式 ,得 f) = Èra Ц 


注意 到 ао = Ца +61 < 


同 理 可 证 


例 10 在 [ Е ARENT RE کا ا‎ <a, (NZD). E Ап) 为 点 
到 其 他 所 有 点 x,(i 2 b) ERRE Rü 
分 析 к Платата 


Ур, 


= 


< л) 的 形式 ,让 人 容易 想到 拉 格 妆 日 插值 公式 . 


设 多 项 式 f) 的 次 数 不 超 过 ”一 1. 则 由 拉 格 朗 日 插值 公式 得 
уа) = Djan 开 


则 易 发 现 有 用 等 式 f 的 首 项 系数 一 У; ا‎ 


= 
aà 92 


于 是 就 尽 可 能 构造 系数 较 大 的 ,而 | fa) | DHEA. 
证 明 ”定义 多 项 式 序列 fC) ,满足 
D Лаа, Ља". 
(2) f-()=2z f. (= fast (m3) . 
下 面 先 用 数学 归纳 法 证 明 f. (cosg) = cosm (0€ R) сж) 
一 切 m € № 成 立 . 
т = 1, 2 时 显然 成 立 . 
假设 结论 对 m— 1. т—2(т;>3) 成 立 , 则 由 (2) 及 归纳 假设 , 知 
f(0) =2созбд/„-\ (соя) — fms (созд) 
—2cosócostm—1)0—cos(m—2)8 
= 2cosfcos(m — 1)0—[ cos(m— 18совд+ sin(m—1)0sing] 
一 cosgeos(m 一 Db 一 singsin(m 一 1)0 
=cos mê, 
MOO 式 对 一 切 m € N° 成 立 . 
于 是 ,由 (*) 式 可 得 ,对 一 切 xE€ [一 1,1], 有 | fa) 11. 
RAO). (D 及 数学 归纳 法 易 得 到 f Cr) 的 首 项 系数 为 2”' AK m. 


下 面 对 fa CD 用 拉 恪 明日 插值 公式 ,得 /1(x) = Bran Ц ЕЕ 


比较 两 边 首 项 系数 ,得 2- = У) Г. жщ <ў! ЕЗИ <$} 


故 结论 成 立 、 
ЗЕ BIRR 


思考 题 REE m, nEN лата, Ж 


9 „___ (mtn+D! 
oD rr TT err BE. 


m+) (z +m +2) 
TFntk 


+k<m+n. 因此 ,g(z) B— + n — KEAR. 
由 差分 公式 可 写 出 g(x) 在 0 E n КР 


м ews ЕЕС 可 知 ,mn 十 1 


„Ф 


Sg (0= BCDC р С Tr ЖС 


我 们 知道 .n 一 1 次 多 项 式 的 n 次 差分 恒 等 于 0, 故 有 


у отп! .1 AE 0 
IT ODT (би! nTkTi nl 70 


利用 多 项 式 , 也 可 以 得 到 上 述 结果 , 即 作 多 项 式 


zamn). 


fa) Сен) атт 


下 面 恰当 选取 系数 a.(0 < i ,使 得 /(z) = 

注意 到 f 是 不 超过 "次 的 多 项 式 ,因此 f(x 
一 1, 一 2，…, 一 由 于 是 , 当 0 < i < "B 
ааа De 


当 且 仅 当 /(x) 有 xz 十 1 个 根 0， 


оа СІ 


СС С та) 


(Di бя аа С 6 m+ 


баа у 
РО 
从 而 ,我 们 得 到 了 代数 恒等式 


SP Н 5 
2 D” Toy Diag FIO F Den Hi DOr + Dez +n) 


= ст Dr m— m. 

HI Е Е =n FR 1А та S| Sl т + 1S&n+k<m+n, 故此 时 等 
式 右 端 为 0, 于 是 有 
— 1。 nm+ra+il 
ntk+i il (nD! (m+ 
+41). (290) =0. 
从 中 约 去 与 1 无 关 的 因子 (-_ DE + D: (20 十 和), 即 得 所 证 . 

思考 题 2 ika, b, < 表示 SABC FA, B,C 的 对 边 边 长 ,P,P 是 人 ABC 平面 上 
任意 两 点 ,它们 到 人 ,B,C 三 个 顶点 的 距离 分 别 为 4，a:: bis bii cs с. RUE: ааа 
bbih + eer es Zabe. 

ШЙ HERFE EA. B,C, 三 点 对 应 的 复数 为 x ,ri，zri Pi, P 对 应 的 复数 
为 pr， pr 构造 二 次 多 项 式 FOr) = (z ро) Сс р) ,根据 拉 格 朗 日 插值 公式 ,得 


GF. 


DOS Dn HRH) + (ntk‏ ر 


比较 两 边 r 的 系数 ,得 
fz) £ fz) b f(a) РА 


a TaD m) Ора) 2) O ary m 


于 是 O9 


X IAD Т Cr = pz ра) |= aars | f(z) |= bibs | f) i= aca BH 
x l= a, | zs — m |= РОНА ®) R.4 


即 ааа, ЫБ, ccc: Zabe. 


Bi. 


1. 求 一 个 次 数 小 的 多 项 式 ,使 它 满 足 AOS, A 


71(2) 一 5，1(3) 一 11. 


2. RADE Hr тоу Rü g(= mr f$. 


LETE 对 每 一 自然 数 nn 天 0) 和 每 一 实数 r(x: 0,1 ， 有 
1 1 „= А ye, 
Cr за Эн о. 


A. Wai, p(x) 是 实 系数 多 项 式 ,degpP(z) = n Rit: max la —p(D| 1. 
5. 设 р(х) A Sn 次 多 项 式 ,适合 


p(0)=p(3)=--— p(3n) =2, 
pO) = P(O pl3n—2)=1, 
рО) = 05 = p(3n 1)=0, 


并 且 p(3n+1)=730, Жл. 

6. 设 多 项 式 рг) 的 次 数 不 超过 2n, ВНК [— n 站 的 每 一 个 整数 和, 都 有 
ТРОО, ЖА. 对 任意 r€[—n. n]. | pO) | <2". 

7. 在 单位 国 周 上 ,给 定 лн > ТАВА pis р, е. Р. 对 于 黄 中 任意 一 点 入 


„Ф 


1 
С АШ Sq 


它 与 其 他 所 有 点 的 距离 的 乘积 记 为 dÈ j++ 


8. 设 给 定 整 数 r <r < < x. 求证: 多 项 式 pSr tar Наш ++ 
а Атоо ФИНА а Хатт, 


9. ит НІ ВАН. EAR У) ал" +a + ааба, #0) 都 取 
整数 值 , 则 对 任 过 整数 ,/(z) 均 取 整 数值 
10， 对 于 给 定 的 za 个 不 同 的 数 ai， а; 


омеа €N `.n>1, ë p = [[ а-а), і 


Leem 求证 : 对 任意 的 人 AE М.) aaa. 


整 系数 多 项 式 


ah RAR 


对 K[z] 中 的 = 次 多 项 式 f OD, Ш /(7) 不 能 表示 为 K 上 的 两 个 次 数 小 于 ”的 多 
WR gOS kz) 的 乘积 , 则 称 FOOD K 上 的 不 可 约 多 项 式 ,， 

由 于 C[z] 中 的 每 一 个 多 项 式 都 可 以 表示 为 C 上 的 一 次 多 项 式 之 积 , 故 C[z] 中 的 不 
可 约 多 项 式 次 数 不 超 过 1. 利用 实 系数 多 项 式 虚 根 成 对 定理 知 ,R[z] 中 的 不 可 约 多 项 式 
次 数 不 超 过 2. 本 讲 我 们 讨论 的 不 可 约 多 项 式 . 

设 整 系数 多 项 式 f(D = a. zx ++ +, 各 项 系数 的 最 大 公约 数 等 于 1, 即 
(asa, av) = 1, 则 称 f (r) 为 本 原 多 项 式 . 下面 的 重要 结果 称 为 高 斯 引 理 ,是 研究 整 
系数 多 项 式 的 基础 . 

高 斯 引 理 。Z[x] 中 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 仍 是 一 个 本 原 多 项 式 . 

EM 反 证 法 . 设 有 两 个 本 原 多 项 式 fU = ar" Hania"! +e Fag g(a) = был" + 
加 rr + + h 使得 ГСС) 不 是 本 原 的 , 则 有 素数 p 整除 f(x)g(x) 的 所 有 系数 . IN 
(zx) 是 本 原 的 , 故 p 不 能 整除 所 有 的 a,, 设 是 最 小 的 下 标 , 使 p+a.: 类 似 地 , 设 S 是 最 
小 的 下 标 ,使 Pb。 

考察 ADRO th r @Ж а, + arash Harb i Басава асаба 
这 个 和 是 p HEE Ж. 但 另 一 方面 ,这 个 和 式 除 第 一 项 a.2, 外 .其 余 各 项 都 能 被 请 整除 , 故 它 
又 不 是 户 的 倍数 ,矛盾 

下 x] 中 的 非 零 多 项 式 与 Z[z] 中 的 本 原 多 项 式 有 紧密 的 关系 .下面 这 个 定理 充分 说 
明了 这 一 点 . 

定理 ” 若 整 系数 多 项 式 1(z) 在 整 系数 范围 内 不 可 约 ,那么 它 在 有 理 系 数 范围 内 也 


жару. 
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EM 我 们 证 明康 命题 的 送 否 命题 . 


设 整 系数 多 项 式 f(z) 可 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 有 理 系数 多 项 式 的 乘 
Сва). 先 将 gz 的 各 系数 通 分 .然后 将 公分 母 提出 , 表 将 通 分 后 各 分 子 的 最 
大 公约 数 提出. 这 样 . 剩 下 “个 ( 整 系数 ) 本 原 多 项 式 . 记 作 g,(z). 对 h(x) 也 作 类 似 处 理 ， 


同样 也 得 一 个 本 原 多 项 式 h(x). 于是, 我们 得 到 f(z) = тасы ez. 


WAWI COLO 是 本 原 多 项 式 ; 又 ,f(x) 是 整 系 数 多 项 式 . 所 以 ,S 整除 
On (yh Gr) 的 所 有 的 系数 .因而 * | r. € Z. 因此 fC.) 在 整 系数 范围 内 可 约 . 证 毕 . 


判别 一 个 整 系数 多 项 式 是 否 不 可 约 . 是 一 件 极 其 困难 和 复杂 的 事情 . 下 面 的 结果 ,给 
出 了 多 项 式 不 可 约 的 一 个 公分 条 件 , 咱 处 相当 广 涝 


提 秋 斯坦 内 判别 法 BACO = am r a, ia? Fa, Є Mrl. ЖЕЖ р. 
使 得 

Со рані Odem- ls 

2) рћа, 

G) р уа e 


则 SCO TERE МИ ОСМ ñi ҮЕ fi FE # COS IN РЗ Ш.Ж отео). z 
证 明 这 里 的 证 明 类 似 于 高 斯 引 理 中 的 论 i 
设 右 两 个 整 么 数 多 项 式 (r) = b. +h- + Or) = с Fey jg He 

Fo MEUD = кбйс). Wa = he, W p ERR ШЖ p ВК bs co 中 恰 有 一 个 被 

PERIME рос, Ж, = be Ар BERR A 让 现在 可 取 最 小 的 下 标 r, 使 让 cr 

显然 了 #0. Xa, = be Жс H hess 
Арс, Н ЖД ЖЛ БИЕШ р EBE ptu ,而 0 一 r 反 (一 由 这 与 条 件 (1) 

F. 

АР IE AR PA МИНЕ T PE РВ. 
定理 设 f(7) = cr Fey m H 
т п. 


是 整 系数 多 项 式 .并 设 存在 案 数 p 和 自然 


D рез 
则 f(z 具有 次 数 不 小 于 mm 的 整 系数 不 可 约 因 式 . 

证 明 ”首先 证 明 : 若 /分 解 为 整 系 数 多 项 式 & 和 所 HREM O= gadha), 
Kh 之 一 的 次 数 宇 m。 лажен 样 的 йй т ЖШ ЖҮ 1). (2), (3). 


f RE Hel) — ar 


MUD = br +b r — h. 


є. 


因为 户 | c = ань р Fes = ashi ИД АН рар а рЫ. X pes = ab. M ` 
pa. Ж а, 是 as a: в, 之 中 第 一 个 不 被 p 整除 者 .考察 
а — ahs ась + asb. BD р} с, T k >> m. 这 样 ,我 们 确认 多 项 式 g(r) 满足 
以 下 三 个 条 件 : 

MD pta: 

Dplaj= olm]: 

G P bas. 

HF g(z) 不 可 约 , 则 定理 的 结论 已 证 实 . 告 则 可 重复 类 仆 的 讨论 ,直到 得 出 一 个 次 数 
不 小 于 m 的 不 可 约 因 式 . WEH. 


Quana 


例 1 求证 : fU) 一 6x + 12 一 6 在 有 理 系数 范围 内 不 可 约 . 

Ят ЖКЖ p=3, 利 用 艾 森 斯 地 因 判 别 法 判定 - 

EM HKU p= 二 3, 由 于 31( 一 6), 3|12. 316, 3f+5, 且 3 下 6 KRE NOR 
因 判 别 法 知 ,/(z) 在 整 系 数 范围 内 不 可 约 , 进 而 在 有 理 系数 范 并 内 也 不 可 约 

#2 设 户 是 一 个 质数 , 则 多 项 式 fU) = a +”! 十 …… 十 工 十 上 在 整 系数 范围 内 不 
AM. 


分 析 OR СВЕТНЕ Ж PEW AA OS HIE. 注意 到 f) 


Z ttt 
É çO) = f(y +1) = И LLL LLP LE 


证 明 将 多 项 式 FOND RRR f(r) ,再 作 代 换 


фу = fe 1 D = DEDITI yr + Cr 4 + Cy + CF 


因为 疡 | C j=l, 2, 9, Pl. pl, p +C = p. PUA th IE REWA RA. 
gl) 在 整 系数 范围 内 不 可 约 , 从 而 /(z) 在 整 系数 范围 内 也 不 可 约 . 

例 3 Бп 1, нем. Жі, 多 项 式 fC) = r за 十 3 在 Zrz] 中 不 可 约 . 

分 析 “本题 采用 艾 森 斯 坦 因 判别 法 不 易 处 理 ( 找 不 到 合适 的 素数 p). a RHEL 
并 结合 待定 系数 法 证 明 . 这 也 是 一 种 判定 多 项 式 是否 可 约 的 重要 方法 . 

证 明 采用 反 证 法 . REE gU), hl) € 2157. 7С) = g(r)hCr) 3k B 


KG) = r жашт"! ++. 
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м = r +++, 
йт. € N`. 由 整 系数 多 项 式 有 理 概 判定 定理 , 可 知 f(z) 没有 有 理 根 (因为 
FED Z20,/Gr3 #0), Т т, =2. 

比较 f(z) = &Cz)A(z) 两 边 的 常数 项 ,可 知 aub, = 3 , 于 是 不 妨 设 a, |= 3, | 如 |= L. 


这 时 ,由 于 g(x) 的 最 高 项 系数 不 是 3 HERK, FI a, ,ai (二 1) 中 不 能 被 3 整除 
的 下 标 最 小 的 项 为 a,, 比 较 两 边 z 的 系数 (注意 到 0 < k < m < n— 2). FIRO = аб, + 
asb + tab. 
全 式 中 仅 有 右边 的 项 abe 不 是 3 的 倍数 ,矛盾 . 因此 ,命题 成 立 . 

例 4 RE: Лоа) =a? +рг+2р—1Ср 为 素数 ) 不 能 分 解 为 两 个 次 数 大 于 零 的 有 理 
系数 多 项 式 的 积 - 

分 析 对 素数 p 分 类 讨论 . 

证 明 HRY p 分 两 种 情形 讨论 

(D р За. С) 一 雪 十 3+ 十 5. 如 果 命 题 不 成 立 ,由 于 它 是 3 次 多 项 式 , 故 必 有 
有 理 根 , 且 有 理 根 只 可 能 是 士 1, + 5. {Н /( 士 1) £0. f45) 去 0, 从 而 命题 成 立 ， 

(2) 当天 3 时 ,为 了 利用 艾 森 斯 坦 因 判 别 法 ,需要 将 /(x) 变形 , 令 工 一 ?十 1, 代 入 
СВ О) = fy + 1) = (y+ DP + p(y + D+2p— 1 


= y + وز‎ Ору (CI+ руу Зр. 
РУТ, plG imt, 2, е p= l. р 2 З. p Зр. Ж Эй НЧ M IKE RN, 
ROD 在 整数 范围 内 不 可 约 , 进 而 在 有 理 数 范围 内 也 不 可 约 , 于 是 /(x) 在 有 理 数 范围 内 不 


可 约 ， 

J 评注 区 条 斯 坦 因 判 易 法 仅 是 判别 一 个 整 系数 多 项 式 在 整数 范围 内 是 不 可 约 的 充 
分 条 件 , 并 不 是 必要 条 件 . 

BS Bars ass е, а, 是 n(n 之 2) 个 不 同 的 整数 ,求证 : 多 项 式 /(r) = (r 
азат = адеб =a) 一 1 在 整数 集 上 不 可 约 . 

分 析 采用 反 证 法 . 利用 多 项 式 的 根 与 次 数 间 的 关系 导出 矛盾 . 

证 明 用 反 证 法 . 设 /(z) = (z 一 a)(z 一 a pe +460). 
其 中 p(z).q( r) 是 首 项 系数 为 1 的 整 系 数 多 项 式 , 旦 degp > 0,degq > 0. 于 是 р(х) + 
q(z) 不 可 能 是 零 多 项 式 , 且 deg(p(z) + q(z)) < n. RW p(a,) + gla) = f(a) 一 一 1 
s2... H pla) gla) € ZZ, 所 以 pla,) 与 9(a,) 仅 差 一 个 符号 , 即 有 pa) аба 
1,2,… BHO p(x) 十 9(z) 至 少 及 个 不 同 的 整 根 , 故 deg(p(z) 十 q(x)) > 
n. R еврог) + q(z)) <n FR . 

因此 ,多 项 式 f(x) 在 整数 集 上 不 可 约 . 

例 6 设 整 系数 多 项 式 F(z) =ar" tanir 


(х-)—1 


“十 nf 十 P， 其 中 a. &0,р ЖЖ 
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数 ， аў la, |< pr RiE: f(a) EZ ERTH. 
Яй 先 证 明 多 项 式 /的 要 的 模 大 于 1 再 采 用 反 证 法 证 明 cz ERTA, 
证 明 ”首先 证 明 多 项 式 /x) 的 根 的 模 大 于 1. 反 设 /(7) = 0. | r |< 1M 
p= |ar tante + щт || аә” l+ anr? 
+la |< p. 
矛盾 . 故 反 设 不 成 立 ,7Kz) 的 每 个 根 的 机 大 于 1. 
着 存在 RUD hlr) € 2027). Ух) = g(T)h(T), 这 里 


Гаа, Га, |+ 


RG) = baz" <F bg z 


bm 

HUD re #01 > D. 
比较 gUDhCD 与 f(r) ВО ОЙ, bc, = p. HT p MRM. РАЖИ b =+. 

而 由 事 达 定理 知 ,x(z) WHA RERBA D 全。 于 是 所 有 根 的 模 的 乘积 等 于 
ml 
Fon | 
FM. 

МУЛО Z ERTH, 

#7 设 户 为 素数 .N A, U A; U U A, 为 自然 数 集 的 一 个 p -分 划 .求证 : 在 
Ais Azs =. A, 中 存在 一 个 集合 人, 使 得 存储 无 穷 多 个 p 一 ] 次 的 不 可 约 多 项 式 /(7)， 
fO) 的 系数 属于 A 且 两 两 不 同 . 

分 析 构造 形 如 усл) = (ay pî + Dz Happ и +++ (a, pF +1) 
的 p 一 1 次 不 可 约 多 项 式 即 可 证 得 结论 . 这 里 a, sapias E М.НИ. 

EM ”由 于 NN 中 模 p? RI 的 数 有 无 穷 多 个 ,于 是 由 抽 屋 原则 知 存在 某 个 集合 A.E 
包含 光 穷 多 个 其 有 这 个 性 质 的 数 . 任 取 其 中 p TR: ap +1. шр" Fl е app? l, 
Ф f(z) = (app А Dar! 十 (ar sp + Dz + F Са р? HD . 则 f(z) 为 p 一 1 次 多 
M. 下面 证 明 /(x) 是 不 可 约 的 . 

BN fer) = plapa + ал” ++ + ay) + (т! + д” + +1) 


LAE re lr |S Lek кс) 一 0, 进而 /(r) = 0. 这 与 f(r) 的 根 的 模 大 于 1 


ЖШ кт) = apa? |H apaa? es 
(r+ D' 


fat D = p'g(r + + 


= par t DH +С Chir Ср. 
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易 知 f(z 一 1) 的 系数 满足 : 首 项 系数 不 被 p 整除 ,其 余 各 项 系数 被 p 整除 ,但 p' 不 能 整 
除 常数 项 ,于 是 出 艾 森 斯 坦 因 判别 法 知 f+ ORTH E SOORT. 

REM p а, +1. ар +1. а, pî + 1 REE SKF р — 1 次 不 可 约 
多 项 式 УС НАЕТ. HEKRF A НИЯ ЖЕ]. 

@ 8 找 出 满足 下 列 命题 的 所 有 正 整数 &: 若 F(z) 是 整 系数 多 项 式 , 且 满足 条 件 : 对 
任意 < 10.1 和 111.0sF(ost 则 FCO) = FU) F+D. 

分 析 “由 题 设 , 易 知 FCk 十 1 二 F(0) ,因而 FO) — FCO) 
其 中 (12z) 是 整 系数 多 项 式 . 进一步 由 因 式 定理 知 , 当 n2>3 时 有 

GUD = rr Се (rk + DOr —k = HOZ, 

其 中 Htr) 是 整 系数 多 项 式 . 最 后 , 当 п В, ВВЕ НО) = H(k) =0. 于 是 命 感 对 z4 
成 立 ,而 对 和 1,2,3 不 难 举 出 反例 . 

解 ” 此 命 妥当 且 仅 当 上 二 4 时 成 立 . 

我 们 先 证 明 命题 对 于 任意 的 《4 时 都 成 立 . 

对 于 满足 给 定 条 件 的 整 系数 多 项 式 FCz) ,由 于 F(k 十 1D) 一 F(0) 是 & 十 1 的 倍数 , 且 
IFRS) POE, ВЕЦ ЕСА 1) = F(0). 因 此 F(z) 一 F(0) = lrk DGC), 
其 中 人 Cr) 是 整 系数 多 项 式 . 十 是 .对 任意 的 cE 11.2,… ti ,都 有 

k! коз FO |= сао | Geo 1. Ф 
ПЕ СЕ > Вр Сево) > 0 对 任意 的 CE 12,3.… 1) 都 
Жз НМЗ 6123... .于 是 ,对 这 一 集合 中 的 任意 <, 由 四 式 得 
| Geo |< 1. Ж GOO 是 整数 .所 以 G(c) = 0. RB 2,3 k— 1 GC) 的 根 ,因此 由 
AREMA ЕО) — FO) = лба — 2) (r — (r А + (r —k— H(z), @ 
其 中 FOO EE Ж ЖОЛ. 

为 证 明 结论 ,还 须 证 明 Н‹1›= НОЮ =0. 

事实 上 ,对 于 cE Rh ORMS] F(O 一 F(0) |= (6 291. А НСО) |, 

当 A 演 4 时 .有 一 2 > ,因此 | HCO |< I.W HCO =0. 

至 此 .我 们 证 明了 命题 对 于 任意 的 上 之 4 都 成 立 - 

上 面 的 证 明 ,加 时 为 我 们 列举 =1, 2. 3 时 不 成 立 的 反例 提供 了 线索 . 这 些 反例 是 ， 

当 和 一 1 时 ,FLrl 一 (2 一 z) а 

Mk= 2M ЕС) = r(8— rh 

Hk = З, F(r) = rA — Or — 2). 

例 9 itp j. X 10° +a, X 10" +e + a, X10 + a, 是 一 个 用 
十 进 制 表示 的 质数 .n > la, >1 RE: 多 项 式 f(z) = ar" +a, ул"! +i Баш Ба 


xa k DG), 
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不 可 约 

AM 假设 f(z) 可 
EDAC). 注意 到 f10: 
即 得 矛盾 . 

EA ” 先 证 明 下 面 的 结论 : 设 x 是 /07 的 根 ,那么 Rex,) 二 0 或 者 | r |< 4, 这 
里 的 Ror) 表示 复数 x 的 实 部 . 

如 果 Re (zo) <O Û, SMAEB ER. H Rer) >0 H | r, 11 时 ,我 
Nk r(t) Ref 


* 即 存在 非常 数 的 整 系数 多 项 式 g) Hho РС) 一 
R00)h(10) = p( 质 数 ), 若 能 证 明 g(10) > 1 B 4(10) >> 1, 


reo- |2 


“+$ 


BP | xy [2—1 ro l-9 0, | xe i 


ARRE БЕЙ FCD. ОСЕ ЧЕКОР ВЕ C KOD дол) ha) ,使 得 

SD = бойт) 

U ri ore sors ERCO BIEG > Db, 为 其 首 项 系数 , 则 

RUD = blr rr rer =r) O 

一 方面 ,由 O ЕЕГ а 另 一 方面 ,由 于 r n 也 是 
7(z) 的 根 . 如 果 r, (OSG SEO HRRK BR r, SOCEM f(r )>0, 因 FCB E HI N IE 
负 整 数 ), 所 以 10 一 

而 如 果 Spm. MASSE E ODER. FE 

(0--r,)(10—7,) = 100 
所 以 由 台式 ,得 | gao > L: 

综合 上 述 两 个 方面 ,可 知 | gU: 是 大 于 1 ORE RL. 同 理 可 证 | h(10) | 也 是 大 于 1 


20Re(r,) + r, | > 100 20 
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[UU s= >o ] 
的 整数 . 但 在 O PR = 10, 得 7010) = 801008010) = p( 质 数 ). 矛 质 . 所 以 f(z) 不 
СЕА 

910 нЕ. н 
十 产 在 ZLzj 中 不 可 约 . 

证 明 KEH -个 引 理 . 

引 理 : 设 p 为 素数 ,n 为 正 整 数 .Z[z] 中 的 多 项 式 cr" 十 … 十 cz 十 co WE Pp Yeas 
Plen D. FEE Zr] 中 有 分 解 ， 


З.Р. RE: 多 项 式 f(z) = r+ paip esp pir 


"+ = Tur + s = (a, z 十 au)(bz' + +bzr+b) Ф, 
FP ris sS 为 正 整 数 , 且 = г M pla (0 Si Sr D.p lb OSj SSD. 
引 理 的 证 明 ; 由 题 设 知 рс, = ap. k pY a ptb, АВТО Sk < r, 
使 得 Р} а, ЕЛУ ЕКОО < O. pF. > 
ЖЕ п = rts RO ARH 地 "项 的 系数 ,得 


emmabt У) а. 


+a, 


Ту ААД СЕЈ) (kt 时 ,总 有 ii 一 或 KIBA ра, Хр онн 
АЛ p ab Ж.К k+l — n — r+ s.l k = r. 一 5 从 而 

рабо ер 600) 8—0). 

回 到 原 题 . 假设 存在 hE 21]. В /(х) = САС) О. 


这 里 g(Cz) 是 首 项 系数 为 1 09 ЕТИ СЕИ 1 BY s KEHREN, 
r+s=n. 


由 引 理 ,可 设 D = r рУ) ar ACO) = r + p Sba. 


ERORIA AA МА, a, =b, = DORE p.18 


r = r“ + pa e У + pe’ « $\ал'(той py, 


ал‘ = mdp © 

假设 天 EW < GRO Жр = 项 的 系数 得 b = 0(mod PF. B 
Mr = s, A ñi Sa, + ba = 0(mod р). 特别 地 ,pp | а, +b. 

ВОЖА KARMA p- pî (ab аво. АЙП = ab hı = asta, 
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- b.) E p EHARA. 所 以 ,7(z) 在 Z[z] 中 不 可 约 - 
Бе 
Hé BERR 


思考 题 求 具有 下 列 性 硕 的 最 小 kE N° ,对 任意 一 个 次 数 n> 的 整 系数 多 项 式 
Е Ез 个 不 同 整 数 z, 使 17(z)| = L.M ИО 
成 两 个 由 常数 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

解 ORES = gUDhCD,g.h € 212]. n < 7. 


FW IKD < Әһ) МӘС) < LF]. 


Ü| (r) IN S iç mam 2 [5] + 1. f) SELAA RaO 一 士 1 不妨 
中 使 g(x,) = 1 的 地 个 数 不 少 于 使 R(z,) =— 10 r 的 个 数 , 设 它们 为 


тоа ө ol ЩЩ 


RUD =1 = бао 


r— r) + plz), plr) Є 212). 


NN a) + < mel Sg ODM m, Ж gO) =— 1, 
所 以 Cria = FC 
MIS 3. 

当 4 = И TREK a Ва r:a rla x) = 2 m < 4. 


USM LZ FAR тсн т > (FH n SMES. 


тры) =— 2, 


o TU SOD -TI+zrz 一 3)(r 一 DJL1I+rCz 一 3)(r 一 2)(z 一 1)]. 则 对 
r= 0.1.2.3 dí | /Cn |= IRE = 7. 


шыш. 


Kik, 多 项 式 fla) = r — 37 4 6z' — 32° + 9z — 6 在 整数 范围 内 不 可 的. 
HASARI +I +A REE Zr] 上 可 约 。 
АА JOD = ш Fhe ra td € Zir) ЖЕМ +d 是 奇数 .求证 : /(z) 不 


105 


能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 
4 PARR RE: SAR fu) 一 【十 工 二 


тод ananman 


я. 
5. 求证 ;多项式 FOND = r He +r +т+1@Д:]ФЖЯй. 
6. 设 整 系数 多 项 式 JOD = ar + ал"! + аарга, JF аза, #0, р 


是 质数 , 且 户 > У) la lela, TRE: /(x) 不 能 分 解 成 两 个 监 系数 多 项 式 的 积 . 

T BWER TR 5 整除 ,求证 : 并 一 上 十 在 Z 上 不 可 约 。 

8. 设 多 项 式 fU) = ао" Faz" Fa, зх +a, € 2Z[xz], 且 满足 条 件 

(DO <a, <a < «а < ant 

(Dar = p", 这 里 户 是 一 个 素数 (m RER) H pta. 

Rü, f(z) 在 Жл} Жэй. 

э. РЕА ШЛ СЕБ, SAR f CF) = arr" +a" а Haa + as 
满足 下 述 条 件 ， 

Malim А о 

《2) Ар. р HER: 

(3) /(z) 的 任 一 根 r 均 适合 1 一 b |> JE. 

ЖЕ, ЛО 在 兢 数 范 国内 不 可 约 . 

10. 设 nE N" ,求证 : SAR fO) = (r + IDF Heat + nt) +1 # Z[zJ 
PETH. 
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== RAR 


在 前 面 关 于 多 项 式 的 讨论 中 ,我 们 针对 的 都 是 一 元 多 项 式 . 本 讲 中 ,我 们 简单 介绍 多 
元 多 项 式 的 基本 内 容 . 


е 的 多 项 式 fOr. r; т.) 的 多 项 式 称 为 n 元 m 次 多 项 
T, HÆR maxik, БА + == + R.) = m, k, € NG = 1, 2, ==, n), 
* mv) 的 每 个 单项 式 的 次 数 都 是 mm, 则 称 (zi，z:，…，zr,) 为 由 KR 
次 多 项 式 ,此 时 有 fOrs. tts, 
下 而 介绍 一 类 特殊 的 多 元 多 项 式 一 一 对 称 多 项 式 . 
所 谓 对 称 多 项 式 fir. т.) 是 指 满足 下 述 条 件 的 多 项 式 ， 对 1,2,…. "的 
if Cr n es a) = fO, o Ty e sD. 
+ Жаса, £ 0) Mn RN тулоо o, r. W| 


str) = fons n AN 


а = xy rx 


s= Donan 


这 里 ,o， mm， +, a, 是 对 称 多 项 式 ,并 且 它 们 是 对 称 多 项 式 中 最 简单 的 ,被 称 为 基本 对 称 
ERR. 
关于 对 称 多 项 式 , 有 下 面 的 基本 定理 . 
定理 ”任意 .一 个 = 元 对 称 多 项 式 f(x， r, +. ze) 都 可 以 表示 为 基本 对 称 多 项 式 
в, WEAR flos or 二), 面 且 这 种 表示 是 唯一 的 . 
最 后 ,我 们 介绍 牛顿 公式 , 设 
fe) = (r rC = rC r) = raro С as 
s=n+n+= +e. REN. 


m» a; 


则 它们 之 阅 有 如 下 美 系 ; 
Ey (с-гу 

ЖЕТОО? 
(ща >а» там +» 


"1 пф,» — аз + С Dossy + C— Dko, 
证 明 (1) 因为 


ўся 


z.) ' 


=ar tsat! He Farts fir) + 


+ +C yas. = Or 


FD SDC жаш ж +” HD HED 


= [сыа H sa s 


a +) + ROD, 


为 多 项 式 , 且 deg g 


с = 76 j 
(2) 4 k > neh fa) 
得 只 “fgz) = m ал + 


дат C Dea, 


=", 
BT fa) = 00 <i < 0 RAMAH Ус н С Dez") = 0, 


Ш а-а. + 


M Tsksn 时 ,比较 


КЕЕ А 


(一 De。 一 0 


ат А С О Юа + 
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以 及 《lt) 中 的 系数 ,有 
(一 De 一 bm = 


Vos ent C Day an d С аак с — arke + м» 
即 s аз tose ++ + С Dons + (— Dkey = 0. 


结论 (2) 称 为 牛顿 等 和 公式 . 


фу шз 


例 1 把 三 元 对 称 多 项 式 x Fr +r REH as ars о 的 多 项 式 . 

分 析 “利用 多 元 多 项 式 的 字典 排列 法 - 

解 ” 先 介绍 多 元 多 项 式 的 字典 排列 法 . 对 于 "元 多 项 式 的 两 个 单项 式 wzf zs 
L br ri ,如 果 А +, k.— 1. 中 第 一 个 不 为 零 的 数 是 正 数 , 则 称 单 项 
Жат 先 于 bx? - .将 多 元 多 项 式 依 此 优先 法 则 排列 就 称 为 它 的 字典 排 
列 , 依 此 法 排列 后 ,第 一 个 系数 不 为 零 的 单项 式 称 为 此 多 项 式 的 首 项 . 

回 到 本 题 , 由 于 如 十 好 十 如 的 首 项 是 巡 , 其 指数 排列 为 3. 0. 0), а} "0170 = al, 
作对 称 多 项 式 看 十 对 十 对 一 各 =—3(а\т; + sln pe) Gr i. 它 的 首 项 一 3ziz 
的 指数 排列 为 (2，1， O ,此 时 l oo =o, , 故 作 多 项 式 


а} +o} +) — i + Bera: 


=~ Bain + ліла e) 一 6rlrzz 十 30zjzr 十 大 zi Heo + Iz TH Ts 


Barr = Bes, 
FH “l+ rl +z) = of — Bono: + 322. 
上 述 求法 也 可 这 样 进行 ,对 比 : 
指数 组 相应 单项 式 
‹3.0,0› o 
(2.1.0 СА 
ар o 


依 基 本 定理 应 有 如 十 在 十 = Ао) + Boo: + Coss 
其 中 А, B,C 是 待定 系数 ,通过 取 (z ль а) 二 (1,0,0),(1,1,0),(1,1, 1) 可 定 出 
A=1,B=-3,C=3, 

IRE 带 数 组 所 列 出 的 数组 实际 上 是 在 推导 的 每 一 步 后 所 得 多 项 式 的 首 项 的 指数 
排列 . 由 基本 定理 ,在 每 一 步 推导 后 * 音 项 的 指数 依 字 烘 排列 法 是 递 降 的 ,另外 ,此 法 仅 对 
FARA. 
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#2 已 知 zyz = гуа. RE r(l— y7 )(1 — 
(1= yD) = 4з, 

分 析 ”将 左边 对 称 多 项 式 表 示 为 基本 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ,并 利用 题 设 条 件 即 可 获 
证 .但 注意 到 左边 多 项 式 是 非 齐 次 的 , 故 应 先 将 其 分 成 几 个 齐 次 式 ,再 依 例 1 的 方法 
求解. 

ЖАЛ oa = ++ y+, о: = ry + ух 


Hya -7) +0 


z. в; = ryz WAER. = a. 而 


左边 = Gtytr rye tay t) lythat ху? + ar Hyry) + (т+ у+@ 


= aa, — (zt y + 2° z + лу? + +yz+ 
记 с. у, = Fy Fate + ay Hrt Буа + ye ШЕЙГЕ ЖНА а, в, o 的 多 


项 式 ,对 比 : 


指数 组 相应 单项 式 

(2,1,0 ao 

ALD o 
Tik firs у, D = am HAns. Фк = 1 ,可 得 义 一 一 3. 于 是 J(z，y，z) = mor 
一 3m ,进而 


在 边 一 oro — (оо: — Зо) а 
= воз = (ауа; — Зв) + 
= 40, = 右边 . 
ШЕЕ, 

83 Йа. 满足 ; a = O, a, = 2. а, = 3, a = a Tai (n> 3). 求 证 ， 
Ж p 为 质数 , 则 p | a。 

分 析 ” 先 利用 特征 根 方法 确定 数列 1a,} 的 通 项 公式 (表示 成 关于 特征 根 的 多 元 多 项 
式 ), 青 由 基本 定理 ,将 其 表示 为 基本 对 称 多 项 式 的 多 项 式 , 即 可 获 证 . 

证 明 BA) MEHEN r а O, REM Н xis t лу, Җ s, 
= î Fz + rO DRA s) Ж sei = 5 ,十 s(n 大 3), 且 由 书 达 定理 易 求 得 : 
2 лем. Ий 

а, = zt+=zt t zt 


atati Уус 


这 里 的 “并 "表示 对 满足 & 十 ! 十 四 = р Hk. 1, ms р ФЕЙ ҖЕ. 1, m 的 所 有 情形 求 
яисе" = М — p PTDL. 因为 为 质数 ,G+ EN ТИХИ 
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ёс" = ру” уса а, а) = JD: ®х{зйлї. Ма, = 
其 中 fans zs, n) 为 整 系数 对 称 多 项 式 . 由 基本 定理 ,存在 整 系数 多 项 式 ps n. 
m) О z: 
因为 w = 0, a = 1, e, = 
P| ap Е. 
例 4 一 个 关于 r у, = 的 多 项 式 P-(r,， y. 2, m=O, 1, 2,…, 序 列 定义 如 下 , P, 
>1 时 ， 
С++ Р. убт, у, +0 Рааб O 


Pf Css rao ту), 


Z) = gles ж, оз). 
SRE gles, о, 01) € FR fans x: n) € Z. 


《Cry ys =, 


Paz, y. 
证 明 对 每 个 m, 多 项 式 P- (z，y，z) 是 对 称 的 , 即 r, у. z 的 任意 排列 , 它 的 值 不 
Ж. 
分 析 ху у, с BA 6 个 不 同 的 排列 ,但 实际 只 要 证 下 列 三 式 好 可 ， 
Р(х, у, D= P.O. 四 
Р.(т, у, = Przy) @ 
Р„(х, у, 2) = P.(z, у, т) @ 
HORM z, y 处 对 称 地 位 , 故 加 式 显然, 且 加 式 和 图 式 只 要 证 其 一 即 可 . 
EM AFORE, y 处 对 称 地 位 ,所 以 显然 有 Patr, y.) = PoCy, зу D), 
于 是 我 们 只 需 证 明 Paz, y. z) = Р.т. 2. у) RET. 
对 m 用 数学 归纳 法 , 当 m — 0 时 结论 显然 成 立 . 假设 对 1 < k < m, 有 
Pals y.) = P. (zs у, ° 
下 面 证 明 P(r, у. <) = Р.С. z, у). 由 人 D 式 知 即 证 
(3 十 zs)[(z 十 y)P- (xz, z. y +1) — (r P. (z, y, Е+1)] 


= Parr а, у) Раб) 
再 由 加 式 , 即 要 证 
(r+y)P. (r, z. yt) -rte P(r y 
=G-oəP..(, n ® 
此 式 对 m = 1 是 显然 的 ,于 是 我 们 又 作 归 纳 假 设 


(RFPs z, +D aH Paala, y: 


=(у-Р„а(х, yad) Ф 
下 面 来 证 合式 ,由 外 及 名 式 ,得 
© Жай = (z+y)P.- (r, у+1. z) (r 
жок+ (уе DP. 
Palar, у+І, 


т, yti +) 
(z+s)(y+z+DP.-, 
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(r, е1, y+D— Раб. z+1, у)] 
10 (+ уа Palar z. у—1) 


жоу, 


‚у, rrD— [CP (т, у 


=(y— Pai (zs у, D» 
从 而 ORRE. 

综 上 所 述 MT т, EER Pr. у, z) 是 对 称 的 - 

MS на, b, сате, ad +E +=, Yh +c 
a' +b +e" 的 值 . 

分 析 Ba, b,c EZERS- tato MEITA. ша 
ESN, 2. 3. O. 由 牛顿 公式 可 求 得 m or a, 进 而 求解 

M ab BEARS = оог Hoto 的 三 个 根 , 记 — at Hh | ec。 
k=l, 2, 3, 4, 则 由 牛顿 公式 及 题 设 ,有 5 一 1 一 os 一 2 一 ai4 2o 53a l 


+ R ab. 和 


so 
Mitai, а=, a= Ai abe=ea= Т.Н asas-asas 25, 
ste, 
即 азна, 
Ea 
тє мовна 1 
EEE 
分 析 BEHR SO (rra) am Fag А 


SUSE. Wi BHU ›, = n. 利用 牛顿 


式 即 可 得 fa) 


M алд ло Сесе) е ае Hor 
(Deas Es = ЕЕЕ 
Саа + D'n. 
注意 到 s 
所 以 1-а te 0С De, = 0, 
ш /0) = 0, 从 而 1 是 fer вв. 


"l< k<m, 
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不 妨 设 ,一 1, 代入 方程 组 , 即 得 方程 组 的 x 一 1 RARE. FEN x, xe, …， zx: 用 
同样 的 方法 处 理 继续 下 去 ,就 有 工 = z 一 -此 为 方程 组 的 唯一 解 ， 


MT RUE: (дып Ж” + (2sin 25954 C2sin 
过 + 的 最 大 整数 . 
分 析 首先 构造 以 


rrr Ла S, 一 站 十 好 十 切 , 利 用 牛顿 公式 建立 T. 的 递 推 关系 ,再 用 数学 归纳 法 完 
成 证 明 . 
EM 令 二 一 (2sin tF) ,kt 一 1，2， 3. 构 造 多 项 式 


J= lamn arrn) rem ter 


其 中 =n Hr tr = È (sin АЛУ (1—cos 


2kr 
20 


—L Ўро sin & 


7 
+ 2k— Dn 
n AHDE gin > De] 


1 ма Ë: 
бева іп $ 
了 
MATE oz tan Far М, дау. 

#8, = f +t Farî n € N. BES. WARA At. 

5,=0,5, ,一 0:S。: 十 omS。 T. +7S.-,, B S, 

下 耐用 数学 归纳 法 证 明 S. 能 被 7 TS 

当 = 0, 1, 2 时 , 缚 论 显然 成 立 . 设 < M.S. 能 被 7 整除 M n= k1 时 ,由 
-1(5, 一 25, +S, Se HER ТЗ. 1H E RO S. E 
被 7 和] 整除. 故 S, 能 被 7 和 整除 .证 毕 - 

例 8 HEBER > 2, 试 确定 最 小 党 数 ,使 得 对 任意 的 非 负 实数 zi(1 < i< Df 

D sal +a 
жт. 

分 析 Ф5,=д+41+ tari, k=l, 2, 3. 4. 利 用 牛顿 公式 S, – 5, 十 oS; 


65.27, Si 一 21. 


et Dar. 并 且 对 这 个 常数 ,确定 等 号 成 立 的 充分 必要 


из 


—5 +4 一 0, 将 У) тга! tri) 表示 成 关于 wor, a, о, 的 多 项 式 ,进而 确定 最 
лежа =; 

解 Ф5 == +m+- 
5,015, +а:5,—025, +49 
不 妨 取 S, = а = 1. 


k=l, 2,3, 4 根据 牛顿 公式 ,有 


Ебу. л, sz) = фу ratt) XF) 


= фу1—,) = S, 9:5, — S; + 40, = а (1 — 20:) + 40, —о›. 


= 1. = = 
Из 0120) = + 0401 2o: N 


以 及 dos = os жулук, 


ЖД Fors za сез z) < 


Lak e= L NARO = Ana < < ha 
少 有 n 一 2 个 零 , 亦 即 ri(1 <i S< m) 中 恰 有 nn 一 2 个 零 , 另 两 个 相等 时 等 号 成 立 . 

MI 设 n 是 正 偶数 ,求证 : 存在 一 个 正 整数 ,满足 = faa HD + g(r) 
(t +1), ҖФ fOr, g(x) 是 两 个 整 系数 多 项 式 . 如 果 用 和 表示 满足 上 式 的 最 小 的 上 , 试 
将 表示 为 n 的 函数 . 

分 析 ”注意 到 n 为 偶数 时 ,((x 十 1)", x" + DD = 1, 故 由 裴 蜀 定理 可 证 上 的 存在 性 . 

证 明 (为 偶数 时 ,((z 十 1)", x" 十 1) 1, 于 是 存在 有 理 系数 多 项 式 f° (r). 
gg" (z)， 使 得 1 一 记 (z)Cz 十 1)" 十 g CDT FD, 

设 k 为 /" (zx), g*(z) 的 所 有 系数 的 分 母 的 一 个 公 倍数, 记 SDSS a), glr) 
一 Ag (т), /(z),g(z) 为 整 系数 多 项 式 , 且 =f(zx)(x+1)" 十 g(x)(z" 十 1)。 

Gi) n= +, t HAR т 27 , 则 可 设 27 1 Сат ОА Со), АСКОД 
多 项 式 ,并 设 6 =e “(= l, 2, s 20 071—0 的 т 4-8. 

ЕА Е ЙК S). ЕСО Д А Ст Сс + 1)" Сх) Сат) k 
= flee HD, j=l, 2. sm. TE. 


F = Пло Це +". 


14 


设 m =e Fer 4" Fens 


ees 十 ee + 


en еее 


HB о, 为 整数 . 因为 fe) ART es ers те. 的 整 系数 多 项 式 , 故 


Пле 可 表示 为 mh, өз. ас 的 整 系数 多 项 式 , 于 是 它 为 整数 . 而 


= +a +a + a =m, 


Tie, +1» = е +D] 


因此 ,2" 1 如, 即 2 | k. FAE > 2 ie 
Еау HRH += HDF a). 
对 于 固定 的 jE (1.2... m ,考虑 集合 te ， 昌 ,6 ，…, e3”!) ,其 中 的 元 素 均 为 x" 
+ 1 = 0 的 根 且 两 两 不 等 , 故 它 为 <" 十 1 = 0 的 解 集 ,于 是 ， 
ЕСО AHAHAHHA 
设 G(z)(z" 十 1D) 十 2 一 ECz) 一 (十 1D)"F(z). 
两 边 1 次 方 ,得 G* r HID H = rH DF C) Ф 


DEAH аже) 2, 


其 中 G* (x) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 

BH а" К1= Cr +С), AC D=, ЖИ CHD =A). 

两 边 n k yg Са АСА СО) +1 四 
其 中 d(x) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 

由 外 .外 得 


6° ‹а)йсхэ‹а^+1)=б° Соат СВ 
=[(z+D°F'(2)~—2 IC aa] 
=(r+DUCD+2, 
其 中 UCD 为 某 个 整 系数 多 项 式 - 
内 此 存在 整 系数 多 项 式 f(x), gD В 2'= fo) (z+ е) ("+ D, 
综合 上 述 , = EP n = 2., NER. 
例 10 ШЕВ P(r, y) =4+r'yt+rty'—3r' y A B| Ёё z, у 的 实 系数 多 项 式 的 平 
方 和 的 形式 . 
分 析 1 FRU P(r, у) = gil, у) + gz, у). ШР Р(х, у) 是 关于 z,y 的 6 次 
多 项 式 , 则 к, я: 一 般 可 能 为 3 次 ,这 样 其 项 数 闫 多 ,比较 系数 较 复杂 . 为 使 比较 系数 的 过 
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程 简明 清晰 ,我 们 采用 分 阶段 比较 的 方法 : 首先 将 z (r. Ci = 1, 2) 按 y ЖЕНЕ. 
转化 为 对 y 的 系数 的 比较 ,第 再 比较 z 的 系数 . 
证 法 1 RU РО. у) ві. Hg. 
CLES, 2). 代 入 并 比较 y 的 系数 ,得 
D+ = Ф 
а, (Eb; (Far (rh бл) =0 ° 
М (EHD Cr) + а, (zc (r) 2а: (r); (r) = rt — 3 ® 


FP gr, =a Соу Har) yH 


bi (z)e (r) +b: (zr); (z) =0 Ф 
Фб) +4 60) —4 ° 
由 实 系数 性 质 及 句 , 可 知 c(z) = c 为 常数 , 昌 cl c 至 少 一 个 非 零 .不 妨 设 c Z 0, 
Wih ФЬ, (r) = в (r) © 


代入 加, 得 Caldera lra Jb (r) =0. 
著 忆 (z) 一 0, 则 申 国 知 ai(z)，as(z) 中 必 有 一 个 为 4 次 ,这 与 四 矛盾 . 故 必 а (0) = 


Пасо RADM 


а= алабот klar 


1 
z 2 


Ф 
将 四 ,加 代入 回 ,得 runa а 3. RAR b (r) =m are 代入 上 式 比 


较 系数 , 则 引出 矛盾 . 

故 P(x，y) 不 可 能 是 z，y 的 实 系数 多 项 式 的 平方 和 的 形式 . 

分 析 2 我 们 还 可 以 采用 另 一 种 分 阶段 比较 系数 的 方法 , 首先 比较 式 子 两 边 的 同 次 
齐 次 式 , 然 后 再 比较 相等 的 齐 次 式 的 系数 . 


证 法 2 KH P(r, y)=gi(r, у) Са. y) tika (r, =r rs +s Cr. у) 


ters Furs у) EH r. sa to u, 分 别 为 ЖК. = 1,2, 代入 并 比 
较 两 边 辐 次 齐 次 式 ,得 中 (x, FH, = my + r y ® 
2r Cr у) (r. PH, yela, +H +, у=—3г у 图 

2s (т, уйшщ (xs DFC Durr, y) + (r, FEC, у)=0 ® 
在 轿 式 中 , 令 nlr, у) = d rty+ery' + fr? Һу. a у 的 系数 ,可 得 
H-N, hEn =0, Д тух. 一 zy(dz+ey) @ 
FEE O RF. $ s (r, y)=kr'+qrytuy ,比较 两 边 x' М у 的 系数 ,得 和 一 
=0, u = =0 ,所 以 s(z, y; y @ 
X ® P$ (т, ?一 ar 十 Ry, 比 较 两 边 A y HERK. O. =0 ® 
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HORGEN g Hi 
这 与 实 系 数 的 要求 矛盾 、 


思考 题 。” 设 4 是 方程 x* 一 37? +1 一 0 的 最 大 根 .求证 : 与 [ao 都 能 被 17 整除 . 


证 明 ”这 个 三 次 方程 有 三 个 实 恨 .按照 从 小 到 大 的 顺序 分 别 记 为 、 8、a, 根 据 根 的 定 
位 方法 ,可 以 估计 出 这 三 个 恨 的 存在 范围 , 即 


思考 交流 


-1 1 


rows | - | + | + £ 


其 中 Лоа -32 二 1 а, 二 <p< 1. а<2$. 


ШТ e) -3( a)? Fl а -3a H= -2a (a ~3 += — 220, ои 


于 是 al<& 义 由 根 与 系数 的 关系 可 得 (注意 一 6 二 a 十 二 二 一 a”) 


f +В = 28> (3-a)! + 214-68 а) ІЖ а'>8›. 


4 8S, =a" 4 Ff + at (0220). ПЕНИ 5, =3,5, =а+8+а=3, Sma +f +a" =9, B 
据 牛 顿 公式 ,有 S.. n. 据 此 知 对 一 切 非 负 整数 "5. 都 是 整数 、 

下 而 证 明 : PF n> LAO < +8" < 1. 

此 不 等 式 左 边 不 等 她 成 立 是 因为 lal <R 右边 的 不 等 号 当 n 一 1 时 是 因为 = 十 8 一 3 一 4 

3 + n2228 HAN а +87 ‚йй a =S, = асв? 知 ,对 
YJ n € м.а") = S 一 上 

下 而 只 要 证 明 Sro 一 1 与 Si 一 1 均 能 被 17 整除 即 可 . 

S.) B “项 除 以 17, 所 得 余数 构成 的 数列 人 1: 3. 3. 9. 7,1, 11 ,9, 9. 16, 5. 6. 2, 
1.14. 8, 0, 3, 3, 9, = 是 以 16 为 周期 的 周期 数列 , 即 re = t,. RÎ 1788 = 16X 11 十 12， 
1988 — 16 X 24 + AREL лш = t = 15 ta 一 4 一 1, 帮 Syme 一 1 与 Sim 一 1 均 能 被 17 整 
Ж. 命题 得 证 
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L Has ars а, ЖЖ В Sr —81° +78+8 = 0 #]3 RL. iI: (of аа Tal) (al Haras 
+aj aj Fares Toi). 


[十 ?十 = 
2 муни r+ + 
ر وا‎ + 


3. # У) ашт +o аатта, BERRERA, r. m. e 
n FRYE ра, i=l, 2, +. я). р HER RE: HERE FEN’, pls, 

4 对 任何 非 负 整数 ne RUE: [OHD E 2 整除 

5. BH0024/3 U 的 十 透 制 表达 式 中 紧 旬 小数点 右边 一 位 数字 ( 即 第 一 位 小 数 ) 和 
左边 一 位 数字 ( 即 个 位 数 ), 并 证 明 你 的 结 沦 . 

6 ERER a, b,c 满足 条 件 a 十 b 十 c 一 0. 求证 : 


CELATAN 49 
© 


атаа ЖО (а + +С (а КУЕ) 60 


т. йаа =1, 2,3. D 为 实数 , 且 立 
Cr Ea) 的 值 . 

в PARR p，9, ЖЕ pq tr = 1. RIE: Траен 29р 

9 求 出 满足 下 列 条 件 的 一 切 二 元 多 项 式 P: 

CD 已 是 m 次 齐 次 多 项 式 : 

(2) 对 一 切实 数 a, b, с.ж P(a +b, c) 十 P(O 十 cy a) + Pie ta, b) = O; 

(3) P(1, 0) = 1. 


10， 对 每 个 mnE N° E 8 f £ Ф $ n X. $ £ & $ S X. 已 和 @Q, 使 得 (zi +m ++ 
Pr ж, e z) = QO, ti, 


= Df =0, ЖЕФ umn Fx Ca, t 


9. 
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同步 检测 1 

LD 25 3C QAB SAGA 

1 
жу 
в (rizm hn kE Z) 
„+ 

z 3. 38+ Lares 37 
шг recon $ 3л + Тасо 2) 
ıı. 
12, 3” 
BR ёш мше Lo = су 

ЖШ n = HCR E N ) 时 ,= а. 


M. RIM + u (соко + соң) + Gina + sp = Ñ+ + 


alta на а ln 
Hal =й, a T+ =—9, 


— 9. =, Sç = stcosg+ising), 则 有 18coxg = 一 


一 9, 其 中 心 为 1 的 三 次 单位 虚 根 , 则 5 z = gu ,所 


+ 一 
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Ë logs | (а TOS Ста 1 = log 9*™ = 4000. 


16. (L) zu = (1 —созд+ isinê)(a* + ai) = [a° (1 — соз) = asinê] + [all — созд) +u sinêJi R zu 
a? (1 — созд) — asinê = 0, D 

ELTE E] n 
a(l о) + asinê # 0, ° 


HDH a 20.2 0 << O < 2x E 1 — cosh £ 0. FR a 


ian f. EMRO почо еи. a > 0, мн € (O, U argu 


же f, aD HI аве = + L. 


о 


жшж н = (1 сова а?) + (a+ sinB # w € RM 2+ u € В.а sin 


о а= р... sind A OL I+ 


ї 
GEDE EELS 
єкї lz 一 21, 且 1z+1 
一 4Retz). 令 z 一 y 一 wireyER TEL 


mle 2 
e2 


š = eran Sma < [Gan + Ean асаа] „уд, 
миче УЫ, ees 2 lm -3 
构造 复数 = r+ yi = а+М а < 1. а 12, у + луб, фе 


ata? у) шуъ уу 


Тату) ЯШ Ы — V) +2шгу = абау), Ж Ват = yf) дату | 


тоа glinen ° 


19. 由 VFT 


DV 


SD IRD Hil Sl DA-DA Dalel +i l= VA FITRI ТОЯ. 


s = FIT >o, 
Еа Cm = 1. +m = F ТЕЕ 
20. пон |A || e 一 11 知 ,只 需 考 虑 ">>0 的 情形 
тео. а" 0 REME: 
M n€ N' 时 , 设 2 = cosp + ising ,由 题 设 , сонд. sinê 均 为 有 理 数 , 且 


| гыма | = | 2 + о isiad" — (eos ии): 


ЕЛЕСТЕТЕ 


=| 2 Ceos ‘pring— Cleos™ grin’g + 
由 cosg，sin6 为 有 理 数 .所 以 上 式 为 有 理 数 . 


过 一 11 为 有 理 数 
同步 检测 2 


LCRLC 3A 4D ве. 
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m 
в. 5+195—i. 

9. A. DAML FEB. 
10. х 

M. + 

12.3 


13， 南 复数 开 方 的 几何 音义 ,三 
pe +1 = (ria) b= 


南 此 得 3a = 0, За p+ a 


FH RE ETR CT 
1 + arî + ez +a — h. 


btas b HABO MH + 


1. a 0, pmo bml KHER +I 0 ,从 而 可 知 ,此 


二 点 对 应 的 正二 角形 面积 即 为 半径 是 1 的 国内 接 正 一 ж.т? 


14, KEE. 2a = 6, РОО, 0 .所 以 ЙМ ҮМ | za +? 1+| 2, — 2| = 6. АНШЫ. 


ЕЕЕ СЕТТЕ 


тй, АЮУНУ 
DNR. KHK 6 OMI. 


— 2V, ИШ |+, 


e-2 |+‏ ا 21+ اا2 


ЕТТ 
җе, о, оо, 


15, Ü a — 3(eos0 iaing), 则 Q З(соф— мд, s -1-(соэё— isind). i8 OB, О MIN. 


从 而 Sa ac = LIA 11B TOA 1. 1 OC | ol sin20| = 41 sin 2ê | < 


MM Om тм 


MOLESTEN 


16. ИНТА В ае + + a) = E, муе — а— ой = Pr NW RAR АН 上 的 点 PAUH 
Aas а), ВСга, — O). апре — hD TEA z ATEN ASMR CP BIRER ДФ CC. =D, АС, BC 


Р ath 
WERA ke = EB, ы = =}. 


所 以 arete — b + bi) 的 取 值 范围 是 [ 


N. FRAN CW е 0+0 1+! = 一 (1 一 5j) |= 12 , 它 表示 的 是 以 (1, 1) 与 
а-в. КаК ж? ови. 


уч. ш за эй TE EE EL E Уа 


з. ани К 06 - 


=0. ФРАН: яв У) + ts n. 


> 


вате = ka DI 


LELE Уу! в! ТТТ ТЕТРИ 


时 ,公有 ,点 \ 即 重心: 当 ! E 


ааз 
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19. Wr r yil. y € Ёз, r yi = асо ci + 2C + B) © соз + зш + (+ c) + sint, 


|: = cote лн +t sinte = sin re 
所 以 | 


ly = ай AWH < 


5. 


Mv = а br 20 Dr P a IN А. В. СЖЗ Я a + с — 20 O.T L Bi ñ fit N n 


їй. АВ. BC 的 中 点 符 标 分 别 蚌 D{ 十， 二 )5 (Î. 29-8) .所 以 直线 PE 的 方程 为 y = (ar 


1 
ж-раа+ю-о. 


койчо + 


AK ЛАВС PEF F AC 的 中 位 线 DE KARK- TARA EARN, EEZ 


20. HME AE 5. 点 称 到 原点 O. E = EPP ФАСО, 边 在 А О ,成 为 人 OS:S, ， 
显然, 这 样 做 不 影响 问题 的 实质 


жой о. 对 应 4 m-e S Uia- m+ Di съл. ев". Ахав L4 


гыза °. ° 


以 下 玫 反 证 法 证 明 , 点 = = туту € R) 必 在 ЛОВ,5, 的 内 部 . 
代 人 得 


式 四 在 边 = t 


эхом BEHEA ED- PAE: 
EO BREE ECE -AAM 
> MH REBER ey- ТАЕ» 
Ето 

DA EL S E RD жаз 
жак ол ZA EERE OS S.Q 之 外 (包括 边界 上 )- 
G MA Z Æ A0S,Q 内 部 时 ,ZD 上 №. 5.05 


2520 = р. 225.5. = Мосе 


ZPD = 8. 


ефек. 8 о<чё< 
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sing, сонд > conf > 0, 


L LODI оо-ов! ‚ою! в! 
ы ФАЯ ту ISZ 5.7 
I ar 


ти т> та. 故 实 部 必 小 于 零 


仿 此 , 当 10Z| 15,2189, а ТР 
总 之 , 满 是 式 四 的 点 己 不 能 在 八 OS,Q 内- 
所 以 ,满足 式 由 的 点 Z 000 T AOS, 5, 内 部 . 


同步 检测 3 


MB LD SB ас sn вс 

т. VIF 

8.-1 

9. ( 2T. 2 

10, 1995003, 

n. = 999, 

m. 2 

13. Миен. UR z € R KO HORM: S КН. $ = = recos + isin0). r > 0. W f 


(соё F isin? В созд ising + (cos 起 


CETT TE 


eon наад 


m 时 ,方程 两 边 取 模 .得 
Alet LEA]: йа = 1k Ç 


ai 
эз. теш. 得 e 二 有 = 

سو اک а-в‏ 

-1- у. 


= < +m. ГЕТ 


MAMRE |o laa МГА ml 


ta |= 28.8 азо 


18. $6) -Dwe ета — 


ceos‏ - س ا 


ак эт 
cos E — D + isin ŽE sin 
ن + ا کا‎ a 


0 的 模 为 1 的 复 要 
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ERR- отин 1 0р0) 一 1 两边 取 模 有 
ГАГЫ Ыс 3 一 1 与 图 | = 一 11= 1 的 交点 .所 对 应 的 复数 . 从 而 o 
当 且 仅 当 6 | Kê € 2. 
XW =— 1. e = Lk 1 一 0. 即 < 一 
шата 1= 0O = (a — D — LE a = 1k 6 l (n+2) 
HL REM. 


16. BMI АВ1—1АС | R ! AB |? +l AC |? =1 BC l: ik SABC RIBERA ZAN. 

i e = r+ yil. у € DMPA ВС 为 直径 的 国 的 方 各 是 ztz 一 2) + (y+ (y 一 3) 一 0, 即 
3-0 ika at bi p= c+ dita br асв КАЕ EEN + у + 
于 是 ,有 4 二 0 且 r + у + 2a - My +e =O. HERRIN a =— 1. b= 1, 


3 用 一 1 站 有 = 一 3 
эт, mh Iae l= IITR ш = cosd tining Ai (HEY = cos + isind, 
ға 5 CERAR O, L, 2，…，n 一 站 .应 用 合 分 比 定理 ,得 
024 
> гаг 


Ot 2hn piyin Ê 


2e LEZER | zinin 2E 


并 便 可 得 出 原 方程 的 "个 不 同 的 实数 根 :tmn 


б-а -5=0 ОЗРЕН т. т, n NANE -r + +a O 
,- 南 韦 达 定理 得 “tnt 


өөөөөө 
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mx =. ® 
Ф.О яа < о. b> о.е т NEURE Ей ШЙ. kiem ун O 不 可 能 有 负数 根 和 罕 
根 .由 于 方程 O 是 三 次 方程 . 故 它 必 有 一 实 要 ,此 根 只 可 能 是 正 要 
MENE O E HRN EN, AR IERE RIE 3 个 正 模 ,以 下 应 用 反 证 法 . ЇЙ э. ж > 
€ RH O. M1 = ууу 23 Уууу = 3 У 
1 


所 以 0 <— a < 7 @ 
# @ш»>з Уууу = з V0T. 同 理由 O. IWC a 
MMC a 23 sat. — a 2 27. ОТЕ. 故 命题 得 证 
19. CD 由 直 根 成 对 定理 ,可知 。 一 所 也 是 方程 的 根 ,于 是 E КА 
FRO a e b> Bl ce = 20 аю. Path- ua ЕЙ тю фена 


FEN -A + > А АОЗТ < u < aic = 29 一 (a 二 > O. MUA as b 
nike. 
(D AWE <F + Ç. 


тШ ah + O +k = oi + atte 


ES la pleo dath ch Ah АШ 


а + да т O < O. YB RW Pm. u < O+ O+ BFT 
С bla. Б. VE 为 边 长 的 三 角形 . 

20. 由 条 件 可 知 六 天 0,11. 

WRA Hana + 


OZ = het 


ж OA 


ИШ Ата DA Кш. i aer AT + + (ш alta = O, AT (1-4 + 


Cars aA H i Ca; ata o JEH FRET RADE RER. 两边 取 模 ,并 利用 复数 模 不 
等 式 ,有 


ТА а адаа Ат 十 一人 一 


ча 


КӨЗ" ТЕ (аё, шд! |+ “+ а, аад 14 al 


1 -ana 11a IHl an ,一 


biari (teha =a: Lela l | as l 
SII am lla Han ПА ата, lela +a |e | 


ааа itla 一 


ж-н! 
а ао + Cars 

WAASI al> MK А11. 
上 面 不 等 式 均 成 为 等 式 ,从 而 有 agla D юш. 


atgas = 0. О аА 20, (ан, = a DA" 


+ a =a Haa ol IDA. 


area, = a = 


а та 0. А = (1-а, دس + کو‎ 
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a A + Fay тажа 


НЕ аео = а 


СЛ 


10 +3 та 


ВУЛЕ С +: F 2e1 2 > Bu 4 w+2 一 


2. RF 15 уан REAR aa. 
йлн tat. 
зонта +оо Oa = 1. 4 为 1 的 三 次 单位 庶 模 .于 是 


мехе = 


оша се 


ЕЕ 
POD teQu ка =0. 
ap [PD +uQUD ака = 0. 
тазодд = о, 


Mosese RAMEY 


这 表明 ОХ PROD HIQ + PCD = 0 3 ЖӨ М ө. es о. 所 以 

PD QOD = RUD = û 
т Q RABBLE SOD = 0. 于 是 .由 国 起 定理 .一 上 是 POD. QG), ROOK S(x) 的 
ANR 

бшуше ertr —1, ESKEAN. 


Неее patas, el=0. 


YE ноен r" =a Û î i r | 1 由 此 可 用 拆 天 法 和 攻 除 法 分 角 


саван жашна = con 了 КОО 


SdH e +e 


ma 


De eela ee a e) 


TEE, FENE‏ ا 
озоре) н] КЕСЕДИ‏ 


той -1= (т— дб). RUD = (r — о — erte — kB a = con Ê + 


= 


ЕЕ] 
iin TU сто. BRN EA M. зке, FERD 1 JCD 的 充 要 条 件 是 fta) = 0, k= l 
2 m f JOD аруа C ус 的 充 要 条 件 是 df 一 1 =O Rd е1. 


因为 if" 一 1 = 0 对 任意 CN 都 成 立 ,所 以 ODI ODER REE i 


isin EE ê 1 ,其 中 上 上 = 1 ，2，…, m АЖ, ЯВЯЯ n $F m 1 KR. 


BETTE OOREEN m n N (Cm, © немне М пун 
ит). 


8. Rr — 1 = 0 E сох Ê + isin бк = 0,1 EOT ETTE LET ERN ES 
和 为 4. 于 是 ,有 1+ cos f + con $E ++ + сок LBE — 0, MIRAR соч ¥ — cos ŽE + cos SA 
RE 

9. HEBIN DIEE TE ба) н а ka ET a. W s © 
O aama BRU | a |= 1. 

Br = c BRU л сето ,当中 = cos ÈE + isin s, 
ейт, lele е а = 1. 从 而 

алин» |P ло] =| Bes £i сә 


从 而 可 知 , 存 在 二 健 ODSA n = 
по. доев, Вир | ее, С, | 一 | C 141C. 1. ен Н Де 1 , 则 利用 单位 根 的 性 


mü Erena E Eoen SaS 


= Me +t, 


FH. 全 | ee >l Ce“ 一 11 ,使 得 
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feel GIHC 1. 


ПЕТЯ 


+1 


iD Da +n D а ay MD У rirnan t+ 


"中 每 次 取 ттин яааж. 从 而 


+ Dey 


as) + (He‏ ی ا 


=0. 


i ° ñam ~ "eo. 


12. 由 条 件 .可 知 SA, = SA. = Sh, .于 着, 成 立 如 下 等 价 关 系 ， 


Se 


E 
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=P isma 1- ا‎ 


МВ, +| SAs 


IAB ава 


SDC AON RO = BOAO KR Ф 
o Tao? = ЎлАоР. ° 


其 中 ,四 用 到 市 线 定理 .O 〇 表示 题 中 过 S 的 球 的 球 心 ,R AREE Эр ЕШШ. RR ENDI O i n m 


M 
` 
е 


JUPP 为 0 在 底面 的 射影, MEBLE 2n E A, A, A, ВФС O ЖШ F G B A, fi 
AMLO RERO E E 对 应 的 复数 为 =, 则 


Жал Рк بے‎ е Чыйт "sh 


Den 


A.P Ф 


= C= DOF D the аі 


这 里 ,名 是 由 于 六" 一 


m k +1 = 00.35 n 2 Bf oll 
тои Ў = o masis ет OBERT e о.ни аши 


同步 检测 5 
LM ЕРЕ P OKB P. Pi P... Р. FEA. B, С, А.Н. C жане 
РР, Р.Р... Р.Р,. Р.Р. =. Р. р. 的 中 点 .根基 线段 中 点 的 复数 形式 .有 
P+P = 24, ® 
Pi + P, 28 © 
P, t P. @ 
Pi +P % 
por ® 
Р-р, ® 
СНА 
ORAL P -28 24-р. " 
ФКЛФВ Р, = 2 一 3B- Ф 
® АФ Р,-?В 2C+P ® 


129 


8 tt @ 8 P. 
0 tA @ # p. = Р. 
继续 上 述 过 程 . 则 有 P. = P.. P. 
P. 
Puss 
Pu- 
Pas 
ГА 
Pus = P. 
ат + DERE HH Р, = Pons = 2С P. 
W IPP I=! GC- Р-Р 
=21CP -ы 
2. Клю Р AB 


EEr бары см 
m ЛО ТАВА Te =e. 


AM B= Lea. = Te 
Mk AB: + BC" СА? — OAF 1 OB? + aC) 


lep 


PE ا‎ 0 


(nz) — FD} (ey r) G =F) + (а, D 


TT 


ЕГЕТТЕ 


Bl AB: + e: + CA: = зи: + OB: + GC), 
з EBE us v w e ШАЙ. BÊ, Сб. DA 对 应 , 则 有 十 v 二 ww 十 < = 0, 于 是 
eo e |? = re + u + w+) | 


اسا ا = 


le = w = Gae = ue) Gae — we) 

x N =; = 
== — Gae + eve), 

CERES 二 如， 所 以 本题 转化 为 证 明 下 列 等 式 


nz = 2abkdeostA + С), 


这 只 要 检验 复数 ae ve rov: Bf BS T = (LA + ZO. BIE BREN. 


4 HRI FIFE. йа + 


т. сао AER: 


L44, 


же, 
所 以 


ажаа e+ O 


аясы s+ 
ЕЕЕ 
МИТ сртот 


所 以 тч зав = + lar аду уау 
ao — sn) о eo 
NM IE I= BB |= zx 
& 0.0, 10,0, 

SE RAABC 的 外 心 () 为 复 平面 上 的 原点 ,和 ABC HER EE A 1.4 A. B. C 对 应 的 复数 


为 wm w 则 AAABC BRL 1. BC RA D. AC 的 中 喜 忆 对 应 的 复数 分 别 为 > = SEREY, у 


suo + бє- AC. ВИНО. 


тке Lu | us KIB ч. 5. ‹ 为 AABC 的 二 边 长 


TEES O 0. ЕЯ йе У.Т. ЖШ O. D. к. гт И. REM 


ПЧЕЛЕ РЕ 


二 各 ,因而 只 项 证 


3e 
| tuu + o — ew | = 3⁄ 

ҮЯТ 
аат 25 GS va) + 21 cong — n), 


+R сор е 1-1 RATE сомеа) = 1-Tg.osg=-a = 1- +e, 


EES | 2aw 2 (oe 


= (20м жж — edt 


а? FW ie к ibu =u) = Zaru + им) — Zh ORE + таи) 


ак +2 Вона о — Фес cor = a) — the costr — 


1 1 “ 
一 
ма ва ез ana аа o 


= ла аав 


Bab- Ala + her аба 20) 


Ca +b а (a +b 


Siete ae et 
MU AUR. 

6 EM U O HI OM ROA’ E (t KREBS FR. ША. B.C. DRAE. 
CD 各 所 村 应 的 复数 分 别 为 sc ke Bc. df MRÎ = ai ¥ = bis ¢ 


ГА 
Wp ya nha мори са 


i = di 


э tar. MOOSE CN км 


to ORR RE KE BA Hiid SRE а ала РЁ = О Pia Rx Eid E 
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AFCA He ан]. 05-05-- DOR HEAR N La -O ав) 


тз bid-b +o] 


DX la-a + 4-Di, PRLQS. 并 且 PR=QS. 


7. 建立 如 图 所 示 复 平面 ,只 需 证 明 ， 
ө, 


1. 则 = = cos30°+ isin30", 


所 以 


tarit 和 PRQ=90", QR= PR. 
8， 如山 所 不 ,只 需 证 arg(PF) = arg (PF) = 


1 
EE 
设 IBI | = а, IER EE r = asi 


B | BC | = acos Ê + ror С 


所 以 x, 


тщ (PF 


iin), 


йшй папса СРР) = ESE 一 


所 以 arg PÊ) = 


э. навта. еа А. 
м 


1- A+ C. M= (1 -OCHE 
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111] 
共 线 ,所 以 有 (в M N 

вм N| 
1 qmntr а-ө+, | 


W [B DAT 0-5C+E|= o. 
G(-n5A+ 0-5 + F 
111 
ВАС ВАЕ BE 
ВЯ ABAC R ABAE 间 疝 ,而 二 者 与 ABCE 反 疝 ,而 又 知 Sem 一 
上 而 的 关系 ,保有 (1 — ° + 201 一 Dr 一 2 = 0, 


tii 
ВА 


从 而 可 得 а-о 


A У 
юзе оине = 罕 


юй (D BA е, 2, r пет е, ВЕЖ 


(<a 


Ж ИШ 5 PBA. TTU È 1PA BARAN segs SPIA E 


全 时 ,号 PA. аа ot Z. 
(2) 车 P 不 限制 在 加 上 , 则 有 


È irai 


MOS P= 0 时 


тлі DIAA- ЎА Р 


ТРА, ЯЛ n. 
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同步 检测 6 


L HERM. PER PCD. P... (O RR P Pal) =2, PCO) = 4, 
SPD Aur o Bur FA. 则 经 计算 P, i CO — 2 HY HEBER 
эё АВА, 


ий Bosan. A, 
MLE хш B. 


2 FIPS HAF AI QF | Br +A) (+a — 
= tat + 2r + 2 — [2z + DJF 


u (zt жы + Bz + 2r + DO 


2+2. 


3. Ру = у + 


+ PUD = (38у Жау! hy? + o 05у 一 Ау cy +1). 

比较 同 次 器 的 系数 可 得 一 组 解 :a = 25.b 10.0 5 

у' + و25‎ Ry 
АФ tr тш тее m) N HO RERED. Fü Ju) ЙЕ ЖО?) 
事实 上 ,着 /4 Б Ж?) ЕКЕ КТ 1 的 整 系数 多 项 式 QUN. RCT), 使 得 /(7) = 


«соко. 
итеп... whe f fons) = 一 
киш Qom Rm) =—1. 

(m= | (Qm) =-1. 
и | 
aaa аи 


M QO) + RCm,) = O, i= 1, 2, ==, m. 
因为 QO) 1 ROD WK Fit n — 1A QUO + ROD = 0, 

即 QU) = Ra). И fu) = DRC) =— [QC 

这 与 /() 的 首 确 系 数 为 1 rú. 

БСВ дразба, A0 MARS). a fa). AO 的 最 高 次 项 分 别 为 Baer。 
"+6 


3n 
Pas, Заз, 因为 я < Im 由 中式 和 多 项 式 但 等 定理 得 | 


ча. =o. 


0,18 Ва, — 2a, +12 = 0, 


MAn- 3 于 是 设 00 aroa tari a.f D RHA 
а = 一 2 把 f) = ar ug Fas REA O 式 并 整理 得 
ЕСЕТА m + Barr’ — 2a: 


— art — 2а 


-iun = 0. 
mens. -o -о. 

li а-в е, 
Wa, =1. a: = a = 0. 因此 , 所 求 的 多 项 式 为 fO = m 
о. 则 结论 显然 成 立 


其" 个 多 项 式 均 不 为 零 多 项 式 , 则 m.n. n 中 必 有 两 个 数 是 相等 的 (再 则 ,不 护 设 0 < m < n 


Emen MAn =, Da > e DESERET. KBE = 


EMR PN 


P o ВАА И ч. б. ER: CO = РС EP, дек) < асар, ii W 
ЖАНН А Ro m RE P.D + ЕГУ) A P одао) 
十 BiP (D+ ВР, =0. 
这 里 多 项 式 PID, Рис. = Р, уа). zt. Риба), =, POD 的 次 数 和 小 于 原来 多 项 式 
Pil, Pra, POD 的 次 数 和 . 

链 续 上 述 步 并 ,直到 其 中 革 个 多 项 式 恒 等 于 地 ， 这 是 因为 每 进行 一 次 这 样 的 变化 ,一 定 有 一 个 多 项 
ЕСЕГЕ ИТА 


авн ( 2) waapenanmas e S (HE) ”的 展开 式 中 的 


паре =a 


аз = {єз O +1 HD 
Peraro a+ 


Cina, a фата +. сю 


Yak WAROO ФА 的 项 为 
eree! 

тст от PRAS r 的 项 - 
当 n- EARE PeO HOT PRR Aa бй. COLO HD рд 的 项 为 
Cs Bt IC sh „атс 


araor. 


e 


пшне. ско REM 的 系数 为 DCZC 
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MEARE ж жан. 
э. 如 果 次 数 不 大 于 3 的 多 项 式 ffr) RE: Инн сє н. бо 20. B f(a, = 0.8 flr) = 
JEP a > û. BISE ROD) = PU) + al — 4,37. QU) = PG) + Мт — ть), SUL 902) 


lr 


POD к БР) atra) = АРТУ 01 DRO. a > B= 0. a 0, Б 


te 


[os 1. 4 u = ORO = QUO = POIR = 1 BETI. 对 由 次 多 项 式 ,相应 的 结论 并 不 成 立 . 例如 。 


Ж РОО =r. Ф) = r+ б. RG) = 2r = r AR PO) < QU) < RO), Pro) = RO). 
BFR а = kr HOr + WRN (o. BERT. 事实 上 ,比较 两 边 系数 便 
得 两 个 矛盾 的 等 式 1 = 人 + 2(1 一 站 ,1 一 1 一 


10, tn E N 用 数学 归纳 汐 证 明 更 一 般 的 结论 ， 如果 "次 多 项 式 满足 , 当 上 一 n +2. пЗ, 
2n + 2B, pC) = а, Рп 3. -1. 
当 m = 1 时 ,有 PK3) = 2, рО) = ЗАЙ РО) = z LR рз = 4 = a, —1. 
REBEN п RY. КЕЦЕШ ЕЧ поо. BERR Pt7) ӨИК Эу nr HM A = n+ 2. n 


З. ОМ PD = a. BEFAR QCD = Pr 十 2) — plr + D. 

BREMKURAT n- LAANE nèl n 2, ms 2 时 ,QUD = pk +2)- p+) = as 
所 以 САВ ЧЕ е1. н 2, e, BEQ = a MAARA QC2n +1) = aa — L. 
但 是 ,Q(2n D = pl2n + D- pln 


因此 PC2n+3) = рн + 2 Он D а 
теп ВИ АЗЕ. М p(1983) — aos — 1. 
п. O яе 
жй реа 则 一 | dl. ЖН раза, <0. 
ДОСЕГА ГЕС 


за. Жн 


Wale а Ц) ++ (82) 
ж |a kek te N 合 得 [= А 


яш ruff 4 e 
бомо в. 


ل = )ره = e‏ سی 


< 0. SE FW. RE a, 


a +o а-у 


= ас (25 
тіге н- 1, 


с. 


тео, С. 


са 


оеп. Сш с, 


ua) < tra) Sta r 


同步 检测 7 


1. Jy = су (су | 
= [mn IJH — 
= G° — DFU) F 100 
= fate ЕС] + 100. 
这 里 FCD 为 整 系数 多 项 式 ,所 以 fO) MD ус) 所 得 的 余数 是 100. 
2 EMR r Fart Асс ВЗ Ро - + Са Dz +а+%+1Ң#Җ U) 
atbtetl 


FU (r= a (r= a, 


mt (= D+ 100 


MARMO) = a+bktc+1= 0, Ф 
APOR Т Роб = r! + 2r 4 (a + 3) ААЖ Ф) = atb, 
由 题 设 , 知 Q. (r) = 2a + + 4 = 0, Ф 


Wi P.G) 除 以 x 一 1 得 商 式 P(x) = r+ 3 RAKR Ф) = a + 6. 
BE, QC) = a +6 — O. a = 6 а= 6 A Db = в. 

KH b= В.а GIRA Ф.с 3. fk a 一 一 5.6 一 8，c 一 一 3 为 所 求 . 

3. 由 pG 除 以 了 一 “所 得 的 余数 为 KIR рол) = (r a) (т) + a. ° 
FH PUD) = (b= a) Ф 1 a = 5. IEE a £ b. Q (b = 1,ЮЯ Ох) = (rb) e 


QOD HR ЕКА Ф. pr) = оао + QC) + z. Ф 
又 由 条 件 (3), 有 роо) = сае ФО He = e, 
E QCD =0 бо) = (r— O ° Q(z) 
又 特 上 武 代入 四, 得 ptz) = (一 sz 一 DG 一 中 QD + x. 
BEDRA (z 一 af 一 已 (7 — O 所 得 余 式 为 


于 是 [ш 


k 
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可 见 ,g(z) | fz) MES +11457” + RE +1 > 
f C DU +1 =0. Жан NER. 


тава) +1 = 0, 即 


5. 由 Rn = 1+ + +g + 


ID Ажаа gt ere 


kor, 
Ыл = 


但 是 r +r" +1, НАЖИ, з +1 r" 十 1, 且 xz 一 

$ rm i, ME "+= CF + DCD. 

出 现 2 一 0, 矛盾 . 表 下 十 13z" 十 1 从 而 7) fO. 
6. HERRE. JOD = сода) + ris n (m) 


再 由 带 人 除法 ,得 gC) = (7) rnc + 


= CF + De. 


sar- 


thn er trt 


и» сз nn ШШ hnt naD = тыз. 


从 而 CCD, naD = С Со nG) = nu. 


+ 


ш о ва пс ева 
7. BIO-D | PD 等 价 于 POD ~ 0. 所 以 只 需 证 明 x = 1y POD BFA. 
$ w= сон E tiin E, mu е Вам аа Жк + + +1 = 0 的 四 个 根 ,于 


R ws ws w 9 POD) + 2Q( + ROD) 一 0 的 = 个 不 同 的 根 . 
从 而 RCD = QCD) = PO) = 0, 故 工 ~ 1 ë PCD BFA. 
8. йа = a = 0, 则 由 条 件 O I a = о. 此 时 结论 显然 成 立 
着 al, ЕКО И Ва 天 0, 这 时 ,进一步 不 妨 设 a, = 1. b = 0( 理 则 , 作 代 换 y = ar 
+b 进行 讨论 ) АМ л” + (arr +)” = (ar +b," ЯЖ h = b = 0. 比较 上 式 两 边 z" 项 的 
系数 ,可 知 1 +a = af, k a 类 a 于 是 ,利用 因 式 分 解 , 可 知 [osx 十 如) 一 (as 十 各)] | x". Î b 
一 与 ,这 导致 Са ОТ = (r+ b". 
比较 西边 项 的 系数 ,得 mb = maT" В а, Z a, ША = 0. KÎ b = b = 0. 
э. ж#н. 
要 性 的 证 明 : 设 f(a) = ш. f(a) 
fla) = a, 因为 Ka 一 fim) = 
另外 ,容易 看 出 , 若 aai ас. сз. am 中 有 两 个 数 相等 , 则 它们 必 全 相等 . 即 a = a, 
am. 着 它们 两 两 下 不 相等 ,由 于 对 任意 z. y € Z. f € Zr. — s) | (FO — ft), 
如 有 (a-a) | (a ~a). (а — a) | (a; ey), ~ 
АЙ la-a Slaa 
于 是 la аа 


Slam) = am Ma, € Z i= 1, 2, =, 1989,8. 
n — ass fla) — flar) = a — ass e flan) ~ flam) 


(asa 一 am | (am 一 
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10. HEEE ERA p(z) 一 1 和 P(z) + 1 有 不 少 于 二 个 不 同 的 整 根 . 且 它们 都 是 彼此 相 蛋 的， 
在 这 六 个 整数 中 , 取 其 中 最 小 的 一 个 记 为 不 失 一 般 性 ,不 帖 设 是 多 项 式 p(x) 十 | 的 根 ,于 是 由 因 式 
定理 可 得 PCz) +1 一 (r DQ RP QCD 也 是 一 个 整 系 数 多 项 式 

Rab 为 多 项 式 p17) СТАИ. 由 于 已 取 定 了 》, 故 .bc 都 大 于 1, 因 为 p(z) 一 
1 = tr- 和 1Q(4), 一 2, 才 由 余数 定理 知 2 = а — DQ(O = Ф QCD) = КО. 

其 中 一 вд. ста 为 二 个 不 同 的 正 整 数 - 但 此 时 ,在 这 三 个 数 中 总 有 一 个 数 要 大 于 2, 显然, 这 
个 大 于 2 的 整数 不 可 能 是 2 的 整 因子 . 这样 ,由 此 巴 盾 说 明 前 面 的 假定 是 镶 误 的 . 换言之 ,方程 pz 
和 p(x) 一 一 1 中 至 少 有 一 个 方程 其 整 根 的 个 数 不 大 于 2. 又 因为 这 两 个 方程 中 ,每 一 方程 的 整 恨 个 数 不 
能 超过 degp( z) ,所 以 ap) < degp( r) + 2, В яр) 一 deap(x) < 2. 

U. 设 ?个 连续 自然 数 为 aa +1. a +2. m. a 6. ДС) 知 , 可 构 作 多 项 式 pO) = r+ (r 
一 or 一 “一 人 tr 一人) 一生) 一 如 % 
MON к.м. € atz al. 

由 条 件 (3) 知 .满足 ра) = 0 的 4E ia 十 1 

# кеа +1, Wh O Mar 1+1 (Deo eae =0. 

其 中 cy eye 为 一 1 一 2, 一 3, 一 4 中 的 三 个 

$ а-о 3 

та аа SeN С D.C s= 08 < 0 FB. 

йш lasere) ®-1.—2,—3.-4) 时 ,都 有 a < 0. FB. 

Wai a LMM ODM a +2+20 ea езе =o, 

共 中 loros й.-1,-2.-зьюи la = 一 1 a = 一 2, 则 由 
att ADDO а= м. 

于 是 7 个 数 为 14. 15, 16, 17,18, 19. 20. 

Жоро) -+ 1F — 20C 18902 — 1790: — 18) 


WE рав) = 16 +2.0) <1 OD (一 2) 
PUA = 4, p(20) = 20, p(15) = 15, POD = 17, p(18) = 18. 
同步 检测 8 
t. 着 degP = 0, 令 PG) 一 4. 代入 所 给 方程 得 a ат т 1а оа = 1, а 
Oka = ей 01. m 一 2. 


Ж degP > 0, 任 取 一 复数 =, 册 代数 基本 定理 ,方程 P(z) = a UHRI Рр 
PEPO] = 六 (局 . 即 Pe) = .由 < 的 任意 性 及 多 项 起 恒 等 定 理 .得 РО) = r. 

2. 由 于 Q(x) 至 少 有 6 个 不 同 的 整数 根 , 设 。 = жетж т. и Q(z) 可 表 
N QD = еа аат ао СО Ф Ф Ст) 为 整 系数 多 项 式 .于 是 P(x) 一 
аа aQ со — 12. 


ташая 


az 


Ж POD 有 整数 根 , 设 为 > 则 Ptr) = 0, 即 12 — (е а) (еа) еа) Ф (r. 
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由 于 QCD 为 整数 (= O.H r= as ras, га 互 不 相等 ,其 中 同一 绝对 值 者 至 多 两 个 ,所 以 12 
зв, 


21а а lra 
жй. 从 而 POOH BUR. 

3. }р:= о, h e 97 分 别 代 人 f(T 一 DD = 980) r =0, 1. 
RED = zr Deta DD ИЯ 


rtz 一 Dretz 一 98gtz 一 1 


97 部 是 了 (7) MR. 


(a= Dtr = DED 
W gU) = (r — D. 


下 面 证 明 gtz) = aC EOD, 否则 , 设 degg = n > OMER п TAB. n. s, з. 干 是 ,有 


ш =D = яба 0. 1S< iS nH n —1,-1 


TT коюп ттш. аул = 


Уо Dk HEEE. 
因此 Sia = artz — Dtr — 95. Kipa MRR. 
4. 因为 (0) = LRA УС 的 根 不 为 堆 , 令 y= 十, 网 9) ot у” + y" H2S qasay 
Tas уо у, e ya Ë к\ у) Ш.Н ФА ИНЕ >, у! = (07), Zo” --1. 
тиейт › MERAN = L bae. 


ТРЕЕ ТСИ x Jî BEI REK Ж = KF N 
Sa’ — Spr +66р—1 = 0, ою 

HSK HEM RIS o 二 次 方程 ( * ) WEARS Y ARR E u, v S v) 为 方程 
CGO 的 两 个 根 , 则 由 韦 达 定理 得 


م 
kesp.‏ = 
把 人 D 代 入 四 得 Suv= вва) =], Ф‏ 


可 知 wiv 痢 不 能 被 2，3，11 所 整除 


д?й зї, PERU 


орад O а “= > u. Sa — 1325-10. 
rama < EE FEE < ырш ct. 


Bh 2Yu B 3F lu ER 17,19, 23,25. 
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Sua TRÎ D = О = 59, ! 
EEEE E TEISELE TE 
ЕЕЕ 
мит Sth O воан а. 


所 以 , 仅 当 记 一 “十 3 一 ?6 时 ,方程 (*) HARHA ARK. RHE = R Ну 5) ARR. 
ай (+ 


6. Ф) = ar ter Faz Fasc r +n +n =. rrr 


++, (2 


Аз = S -201003 一 2 — 2002. 


т. 设 方程 FD = OW п PREY к, Т) 
0 变形 为 _ 
ROD шама aCe еза sta. FOO IRD гуу) = 0. 
ат! 
ee ео ا‎ ТЕНЕТА) о› 
注意 到 | 一 一 
ШЕНЕ | r-r >] -arz l OR l=, <| 1 rr, D. RKO RRM 


且 仅 当 | z 1= DEN кс) = 0 所 有 根 的 模 部 等 于 1. 


8 (D > OB aa е a a, = e i + 


记 JOD = ary? + aay + tay 
H Fy20B8 Су) EERE RM ЕЛЯ. Ж /(0) = 0. fla, SRM a > 0), 故 存在 叭 一 
的 正 数 y ,使 OND = L. THEE f a сага, = O RH ЕЖ. 


Ë) F ку) = lny 在 (0, +o ЕЖЕН ES. Kh Ж: Ж.И TE ef RR л. л. 
(不 都 为 零 ) 和 任意 正 数 y. vs: ,有 


un tan + 
h +h +T 

m Ayay + +e 
A Fa FFA. 


> Oh Ë 


ЖА азу 


аза j ат =1. >t) >a. R= L.A <R 


11 


9. 由 条 件 ,可 设 РОО = alr + ADC FAD HAN. 


BREA ZL .n.Ha, £0. Haj t axa, = al + ша, 可 知 
Чч Паха Що } Фао 
та Па-2— = УАУ р Ф 


下 面 对 АЕ, 52 > 1, 
ña 


АИ 
аж 


ЗНАЧА А.А PAN I PAFF MR. 
Mn = 208 8. ТАС ДЛЕ ЕЗ 0 
Ав ра вю (ъд) 
ФАУ 1> Ф +а0‹аа 0 
BA DOA DR 0 
ишчи онаш 
жааш“ "一 上 时 成 立 . WSS n 一 和 十 1 时 , 今 a = 有 Bi ЗНАЕ. АГА 


e Bp 


> 


" Пв 
等 号 当 且 仅 当 负 ДА o ФЕС. 
Mih n = 2 的 情形 ,可 知 


т> = 
[LE belo o А 


чн A. Biss is a HE —1 TH IEE A УА. 中 有 一 个 为 1 时 成 立 , 而 这 等 价 
жаза An 中 有 上 个 为 1 时 成 立 - 

由 上述 结论 及 O 式 可 知 , 形 如 P(x) а &1)° rd M. ө, 20, F> 1 的 多 项 式 为 所 有 请 足 条 
COES ES 

10. 假定 F€ PERAD = wD ЕТЕНЕ АВИВА А. 
忆 , 则 存在 整 系数 多 项 式 8(z), 便 得 
fF) — mk 


жш / € 下 知 作 在 整数 。 ,使 得 /(a) 


Все В) ВО). 
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жалан заанен 
mü) —1 = 

Kitap a 
确 为 最 小 ,显然 应 有 | g(a) 
EL E2 e Са 
FEI k НИЗО iH m CH Аа 


HERAB aA. aA 


-A ` e= lel. 
саа 是 互 不 相同 的 整数 ,又 mm(t) > 1 AUCIE. HRE mC) 
1йз-8.о-В ELEELE OTTERS? Тч 


一 及 应 取 士 1, 二 


ЕЛА 


分 解 式 可 知 go BEF DH. Аню = (6) 0) +1. 


А! 


ЕЕЕ" 


"Rm. = (FER 


z 

ФА ++ (ктуу, 

тай га лсо = С г) (1) (6) 
同步 检测 9 


ТЕЕ 


a Dr = 2r — 3) e or Du D 

10 = TODO 0/0 oTO 
„лө a-oa- Va- 
@—0›2—1)! 0)03 二 DG 二 2) /°3 


ПОРЕ 

БЕРЕСЕ 
2. h gC 

fen =- 
BADRA кт) 的 余 式 为 r(z), 则 degr < 3A ий A MAAR 


一 D(z+D, 知 三 


a = L. зу =—1,ЖВ{./60) =0, fO) 


r = Da 
@—=DOFD 


=s 


UDUD رم‎ + 2= 17 
Пао tio IT 


=» 


3. RAR Sm = — nt "+ 


Етте егт 


aren = fn =D = дыр +o = өст 


— cotz + cotî": 
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ено = onk fo = fOD = 0-8 


又 AD 


1 1 +—— < cor — cor, 


жайт ама. Ezz 
а ШТАН АИ FCD 一 a” роо 在 十 2 个 连续 台数 了 
ma уст 运用 差分 公式 作 估计 来 解决 本 题 . 事实 上 , 依 定义 有 


Do 


а-1да' = ба Ya, 


aa = 


ara = 10 
= (4 一 DD. 于 是 ,由 定理 得 


aro = бус 


tarta 


ге -pW 


MAVA = Aa" lras — ATCO = (a — a 


反 设 О ТЕТЕ 


аа DF < DC = "жй. max la pD > L 


мх (| 


$. BITN AT! роо) = С ПСТ. pian +1 D 


TET 


эс, Lat ЫЈ. 


-pL AAT a 3 


DC, 


+ Fe Ct, = o. د‎ 


为 来 M= Donca BN = Уус 


GD 


,利用 三 次 单位 根 w= 一 十 


L+ R $m f 


2 


= оен јео а" зс! > 
ТТЕР 
RN RE Lat DE 


Mo le? = Оа 
1-40. 


ПОЛ 
уа = N- Ma’ — e = 
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за+1 
= 


23" + соз 2", 


JOD + ft + ёз] = 63у « cox EE, 


крау +оо) 


з 


зы 


WURA OO 式 得 729 46997 « cos +2 o cos Elg = 0, 14 п = 24 时 ,来 得 :一 


$ 
Pam n = ef n = 2 十 1 时 可知 方 各 无 各 数 解 . 故 ”一 4 为 所 求 


СЕТЕ И 


所 以 1 ptm $I fb 


re (ne RF Pisna 


ТИРЕТ 
Lae Io Угур" с = z" 

7. Py, Pis P. 对 应 的 复数 为 zx: 
gr 一 1. 由 拉 格 明日 插入 公式 知 ,对 任意 复数 <, 有 


Ce De mele ea ， (Ce 一 az 一 aa) 
Ta айа еби а 


ай =, | 一 | < ==! = 1. 对 多 项 


aa 


在 上 式 中 , 令 = OMUR 二 
e ARABIARRA 


У‏ = صم 


w 


假设 题 中 结论 不 成 立 , 即 当 j 则 多 项 式 уох) 的 首 项 系数 1 应 等 


жю] г > 一 的 首 项 系数 之 和 , 且 其 模 不 才 过 


коп 


у: 
Tors’ 
Т.Ж. 原 结论 成 立 . 

9. hrinti DEREN k. t 


ее 


‚ыя € DEFOR. G, + D. =, fh +n) 
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都 是 整数 
又 对 于 任 ERE, Kz 一 人 + 1(0 < i< 中 * 则 由 拉 格 并 日 揪 值 便 等 式 知 ,/ 唯一 表示 为 了 (z) 一 


лөө. Поход 


I а-а" TÎ aij = 


казаяк. - D CDT a 


所 以 nla, = СЛАО ЕФ ФА k ata EEN. 


BIRH ktn) = nta, 
G € N Mk Oa h FC + 0C 


DIC: e G+ PERME = ke t1, h +2, 
neen. 


hon 


ERER ую = C mata = DO DCIS D PRKRA = h ~ 1, k 


G€ N), 则 依次 可 递 推出 Fi — DG = 1,2, 都 是 整数 . 
А ите, — O = 1,2, …) 合 越 来 串 取 更 集 合 NN 
R. EH. 
10. 先 证 明 结论 对 上 = 0, 1,2, 一 三立. 
构造 一 个 次 数 不 商 于 "一 1 次 的 多 项 式 ,使 它 在 每 个 点 a 处 取 值 为 a1 ,i = 1，2，… ,由 拉 格 天 日 
Поа 


揪 值 公式 .这 个 和 项 式 为 Ptz) = У) У о-о квот ожау) E 
"fe ell 2, 


Chas kaks +n) Mk SCD ERAEN 


A-H PRR Р\т) = r ТЕ E, kna 的 系数 为 0, 而 当 上 
一 iMan 的 系数 为 上 这 吉 说 明 当 上 = 0, 1, 2. пт. У sn... 


NFR ZR t ++... 
F2 学 + 


ВИ ШЕ Har сале, ВВ а ar a D aher 
па) атта, ,那么 从 上 式 易 知 < ces е с, 均 为 整数 , 且 对 每 个 j 二 1,2， 


同步 检测 10 


1. 存在 案 数 p=3, 由 六 森 斯 坦 因 判别 法 知 ,/(z) 在 整数 范围 内 不 可 约 

2 首先 考虑 l 显然 它 没有 一 次 因 式 , 则 若 它 在 上 可 的 ,名 然 基 两 个 二 次 因 式 之 积 ,我 们 可 设 
PHIS Far FBC + + DK а. b с. d 均 为 台数 . 比 数 系数 得 到 ае 0, ac bd = 
rad +k =O, hd Ьа =3 rik a 一 二 2, 这 不 可 能 ,因此 ze + 1 E Zr) ERIM. 

根据 同样 的 方法 ,可 知 六 十 4 Е БАТ, зоа Gri DC +22 +2). 

3. 因为 好 十 ed = (BF Od аца чь са а (O = 1 十 6 十 c 十 4 是 奇数 , В 
设 JOD = Get PU For +r pg rE Z Ф 
比较 机 只 的 常数 项 ,得 pr 一 d. M d к.ш ganmi mama. 

在 中式 中 令 z 一 1, 得 1G) = +0 +0+0 ВАВ FM. 

+. KE JOD 在 有 理 数 范围 内 不 可 约 ,只 雷 证 明 pI) 在 有 理 数 范围 内 不 可 约 , 由 于 pI) = 
pt+pla+ Bi 


证 PISCO WE NT AR Pd R dt. 
1 

DT 

Kp Хаж инш f(y 十 1) 不 可 的 ,从 而 FC) 不 可 约 


* RID сова lel S| a, |. ¢ = | Saa" 


aT 
BE SHARMA |a > acl. 

Ë fr) = OORT gO, AD 基 非 常数 的 整 系数 多 项 式 .由 f(0) = КОВО) ,得 | pa, | 

lb lele LIEH ко) 一 6, ROO) = TË p bp le 不妨 设 户 | 友 即 存在 正 整数 ,使 得 15| = м. 

й la [=icl .ele 

х ТЕА) | 不 小 于 多 项 式 h(x) 所 有 根 的 模 的 乘积 ,所以 必 有 1 ci 二 1a |, 这 与 | o, 12161 
#8. 

Л = a — x +k 首先 ,ftz) 没有 一 次 因 式 . 因为 着 /(z) жейт а. 则 由 
а — a = 0(mod5) 知 5 | FF. B Ë /(x) Я СЖ r аго ЖН FCD W a’ — ax 一 6 除 得 的 
RRR (a + 3b + — Dr + (b+ 2ab + D. 

ja +3ah+t —1 — 0. 

ЗНЯВ |. 
Ай аш + 3a bbî — D — (ab + ав Ы 


= y +5y +10% +10у+5, 


EB la 11а, А 
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上 式 左边 是 5 的 售 数 , 故 5 | FM 

s. 反 证 法 .很 设 有 非常 数 的 整 系数 多 项 式 с) ыг + +В Жас) = г Hete M fu 
= han, 

ERRETA a = hie Fhe рт =| a. 110,15 
整除 . 不 妨 设 РЪБ, MWE l. |= p Rb | 

BASD 的 根 的 模 儿 大 于 LMD 的 根 四 sa MBKT 1, 结 台 韦 达 定 理 推出 | 
lalla 1>1 I> 1, 这 与 前 面 的 结果 | & | 一 1 FM. 

9. 没 f(z) = вА) КФ Ст), h(x) 为 非常 数 整 系数 多 项 式 .那么 ,kp 一 | fC) | =| aG) | 
ТАСЫ) |. 于 是 质数 户 整除 Б) |. ТАСЫ) | 之 一 . ЖА РАС) | ,那么 | aG) Sk Bris r. ee. r, 
GZ DEC BILD ТТАР ТАРН 
ЗОНИ АЕС >I кю |= ТА в l lbr > PEJ Lil gD 一 和 hz 十 
bicih > O, b < 0, OD ЕЖ, ЖА, REL b, 20. ДЬ > k >| к) | 
ТАБА |> b> FB. 

Bin 1 时 会 是 显然 成 立 ,考虑 ”> 2 的 情形 . 没 f(z) 在 Zr] ФИТ SC) = кока). 
这 里 CD = a, ае tamia = h Hh rH Hbr s 
КФ rit 之 1, asb € ZZ. 注意 到 ,对 mE (+, 2, e, £ ni Ст m 


-E phani dk b. с, KERR p 


0, 于 是 1 = уот) 


= zOmDAOmD. H я, A Є rJ K gmi € (1, =1. i, 一 让 .而 
(mi) = (as =a, mî Баст ~) та =a mı + sm si 
BRIE m 的 倍数 ,从 而 在 me + Bg (nD B SREY 0, gtmi)E (1, =1), 进一步 ,此 时 


h 1g mih Cmi АГА Ат) = g Cmi) = E 1, ЖИД. 
gD ROD mC? HEPES a tA), 
JOY KDE Zle). ER kz) 的 次 数 不 大 于 L MFO, ACD ELEL, iA 


ЕТСЕК е 


анан 


G| 


这 要 求 ti) 一 0, 同 理 可 证 6—00. 这 表明 k(z) 一 0, 从 而 g(r) = (r) ЖЖЖ a = (ОВОО) 
wm (nD Fk s EZ POER н). REL. FOO Cr] RPI. 


同步 检测 11 

1. 将 所 要 计算 的 式 子 表示 为 a，. o: m 的 多 项 式 .对 比 
指数 组 相应 单 厌 式 
во 44 
G AD ойо, 
8,3,0) 4 
а.2.0 ааа 
(2,2. 2) “ 
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жары 二 mm) 


(aj + aras + of (aj + axay 
oioi Айо + Bo} + Carora, + Da3 

其 中 A, В. С. DE Фа ата) = (1, =1, 0). (1. =1, 1, 02.1. D... D.N 
得 


m. 


тй. a = Ê. = 1.5 = 三 .内 而 可 算得 ,1 一 
2 设 FES 12. DR =н = кь = 3, л. yz 是 三 次 多 项 式 (0 一 (1 一 
DUDU = aê отто HATEM A =. = 3, oi-m = 3, 下 面 计 


Ao. 由 牛顿 公 式 ,有 


sı = 3 — Be ton. 


5 = 3, = 2n +38, 
由 以 上 三 起, 可 得 % = 30—27. а = 3, 则 m = l АШ у) = С 3F +31 = (= Dk x a 
yl 

э. HISEN. a, = (一 Do, ,从 两 由 题 没 得 | aC < < m). 

下 而 用 数学 归 抽 法 证 明 合 是. ¥ 4 一 1 时 .用 |s. R m < AA pr 1а. Mi pr" 
P | ons 从 而 由 牛顿 公式 ,可 得 pr | s. 

&@„-1+1.› = 1 一 司 , 则 /是 一 元 二 次 方程 = 2r 十 2 的 两 根 ， 

ФТ, тиу МРАКА Т. = Tm + 2T- (> D. 

ият, = 2. Тау 2. 

直通 扒 关 系 易 知 T € 2.30 < 10 3 一 Di СТ, 

Ты = уа pr" < + арар ть = [0 ++], 

由 和 一 Со + (2 一 vG)-], 用 上 面 的 证 层 或 腹 二 项 式 定理 可 证 
«+ + € LFE | Ta 

bw=0m. T, = 2.21 T. 

D a= kB. 2 | Tau, 

f n = BFI Re Та 
| Tren 

ИИ nA 27" T. .从 而 本 题 得 证 

5. йа = E+ fD” B T. = YE + J + os De 


14 +1" = 


ата: +2Ть. ,以 及 结论 2° | Ti HMR 2 | Tuni 可 得 2 


(5+ 26)" + (5 — 26)". 
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U S2 E. 5 一 2V5 ER r = 10r 一 1 的 两 根 ,所 牛顿 公式 ,有 
Tas = WT., — T.G = 1, 2, =O R T. = 10, T; — 98, 
由 道 推 关系 式 可 知 ,T, HER. To ST. 的 个 位 数字 之 和 的 个 位 数字 为 0, 于 基 T, T, 的 个 位 
数 相同 .Tm 与 Ton co = T, = 98 的 个 位 数 相 同 . 即 Т„. 的 个 位 数 为 8. 因 为 0 一 5 一 25 < 0.2, 所 以 
0 < (S — 2 fy < 0.2" < 0.0” k Ты 


твото 
Te =0 < 5+ 2ф”" + (5—2 = YE + IY + YT — FY. 
METADE 的 个 位 数 为 7, 第 一 位 小 数 为 A BAO E ФЕЯ 660 个 9. 
6. KUEN a, Bb. CBE lab +k $ атт ак = 0 的 三 个 根 . 今 S. =a +b +e (n 0. 
1. 2, DR S, == (ab + kr + aS, + aeS, (я > 3). 
RS =3,S =0. W S, 


= tab + be ra), аса 


зс. S: = + He = atbh 


шык жаз m Cab + he + oa) аЗ, az DMS, = 19,5 


МЯ 5, = 2ol so S. Dorh Se = 0, 得 m = OIR o = d. 
# = о JOD = ае) туз a = f Hot +. 

айат. ус) 的 4 个 要 为 两 对 相反 的 数 . 则 r， 与 r. n. т, PZ REKAT u = 
Ro = AMNS ?й Соф, = OM a, = rr = r, = z, = 0. u = 0. 
в, MEKAR /(p， т. АРСР. q.) 表示 循环 和 ， 


уор. qs n) + fas rs PY + fire ps ф. ® 
为 证 明 O REAREA: 1y Hg Hpt q+) S 2C + q+ r + pyr. ° 


将 四 式 两 边 展开 ,合并 同 半 项 ,只 需 还 明 ， 
Erpat m + qird < 9pqr Ур + Spat pg + Am). 


т p+ Sp < 2p = У) ‚54 + уу + Ф 


вян Op +o) = TO pt +g > PESKED 等 
可 知 不 等 式 O 成 立 , 从 而 全 是 成 立 - 


э. жён КАЛАД рст, у) BRERA. HM? a 
O. ELH т = 2y Rf pir, у) = 0. pz, у 有 国 起 + 一 2y Фа 


=й Ру = 
—?Фу#р(2у, —2у) 
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280—5, у) = 0.й DIC 29-р у. у) 280—5, у) = 0, Д я =1 р-у, 5) =0, 着 n= 
1. ME pz, у) = йт, 2y) JEH O ME = L E py, у) = 0, рт. у) HERZ}. $ р(х, у) 
= аур, ээ, А Ова p DMARD. бп ЖЯ pi у) = Ора D 
依 此 推 之 ,最 后 可 证 poz. y 

10. 记 所 有 可 能 的 2 个 数组 e = Ces с. S OO 的 集合 为 A, 其 中 每 个 。 取 值 为 1 或 一 1. 另外 记 
у кел е ter. та нет n € м. [r ажио. d... b 其 中 四 是 


zx) = бий». 


+ 200, 


整 系数 多 项 式 .n = 1 时 . [二 


所 以 结论 成 立 . RI n > 1. 记 = (a. “ass. «7,8 
Tia = П r+ = JH об. 


将 上 述 乘积 中 的 括号 展开 ,并 合并 同类 项 , 便 得 到 r, xs. o, т, 的 整 系数 多 项 式 ,月 x, Мини 
数 ,由 于 下 标的 任意 性 ,所 以 类 似 的 结论 对 每 一 个 变量 rn n йй. 这 就 证 明了 
@шщ. ч. 


并 注意 到 QU. 0，…， O | = 1, 所 以 多 项 式 是 非 堆 的 . 而 在 乘积 on ter нето 中 有 一 个 


BRAN bateta ET eS О. 1. +, D ,把 楼 积 中 其 他 因 式 相 要 得 到 x ，…, r, BEK 
ЗА +; 4 + OPO, =. O = QG. Q. i) ,这 就 是 所 要 的 便签 式 ， 
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